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Transformation von Differentialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades mit Hülfe der verallge- 
meinerten elliptischen Coordinaten. 

(Von Herrn 0. Benrici zu Kiel.) 



Herr Hesse bat in der einundzwanzigsten und zweiundzwanzigsten 
Vorlesung seiner analytischen Geometrie des Raumes bei der algebraischen 
Behandlung des Problems der Hauptaxen der Curven nnd Oberflächen zweiter 
Ordnung die Relationen zwischen den rechtwinkligen nnd elliptischen Plan- 
oder Raurocoordinaten aufgestellt und die Relationen zwischen den Differentialen 
derselben auf eine Form gebracht, welche die Transformation gewisser Dif- 
ferentialausdrucke durch Einführung der elliptischen statt der rechtwinkligen 
Coordinaten auf das Engste an das genannte Problem knüpft, indem diese 
Transformation auf diejenige lineare Substitution zurückgeführt wird, welche 
jenes Problem löst Das Verfahren ist für die Plancoordinalen kurz das folgende. 

Es werden zuerst die linearen Substitutionen 

(1.) X-afar+lPf, Y=a'x+b' 9 
so bestimmt, dass sie die Gleichungen 

(2.) = 9 »( a! ,y) = (/? 0 *+/9 1 »)'-(« oa! J -« 1 y') = ^jr+i i r 

zu identischen machen. Die A erscheinen dann als Wurzeln der in l qua- 
dratischen Gleichung 

so dass, wenn wir /?„, ß t rechtwinklige Coordinaten sein lassen, die Wur- 
zeln X 0 , Xi als elliptische Plancoordinalen erscheinen. Es wird darauf p. 245 
des genannten Werkes gezeigt, dass die Relationen zwischen den Differentialen 
der ß und l, wio sie aus 

(3.) y(*J = 0, V(M = 0 
folgen, auf die Form der Substitution (1.) gebracht werden können, dass 
nämlich 

J»ttfl»l Rlr Mith.m.uk Bd. LXV. Heft 1. 1 
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wird, wo L>, undlj die Werthe von L = («,,+ *X°i + '-) fflr * = *ö und A — A, 
bezeichnen. Diese Gleichungen, welche Folge von f3 } sind, gehen aus den 
Substitutionen (1.) hervor, wenn man 

(4.) * = jr-i/v^-j^, ir«iyv^J*L 

setzt. Ffibrt man diese Werthe in (1.) ein, so werden jene Substitutionen 
durch die Gleichungen (3.) erfüllt, und dasselbe gilt von allen Gleichungen 
zwischen den x, y und X, Y, welche durch die Substitutionen (1.) zu iden- 
tischen werden: sie gehen durch Einsetzen der Werthe (4.) in Differential- 
formeln Aber, welche Folgen der Gleichungen (3.) sind. 

Solche durch (1.) identische Gleichungen sind die beiden unter (2.). 
mittelst deren wir durch Einsetzen der Werthe (4.) dft+dfi und d^,) 
sofort durch die Grössen l„ und k, ausgedrückt erhalten. Hier hat <p(x, y)* 
di*» Form F(x, y, — (#,*-f fi t y)), wenn F(u, v, w) = -a ll H t -a l i> 7 +w i . Da 

nun, falls A die Determinante von <p{x,y) bezeichnet, -^■<p{—y,x) die reci- 

proke Function von <f{x,y) ist, so wird auch die Gleichung 

I X* Y* 

welche aus den reeiproken Functionen der beideu Seilen der zweiten Glei- 
chung (2.) gebildet ist, durch (1.) identisch, weil diese Substitution eine ortho- 
gonale ist. Führen wir hier die Werthe (4.) ein, so ergiebt sich, dass die 
Differentialgleichung 

(5.) F(-djft, tf., MA-MM = (Ä*rA4V-«i*!- = o 

übergehl, wenn die ß mittelst (3.) durch K, und i, ersetzt werden, dass also 
ihre Integration durch diese Transformalion auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
In derselben Weise leitet man aus allen andern Gleichungen, welche durch 
(i.) identisch werden, entsprechende Transformationen von Differentialaus- 
drücken ab. 

Mein hochverehrter Lehrer, Herr Prof. Hesse, stellte nun im Winter- 
semester 18g} im Heidelberger mathematischen Seminar die Aufgabe, die 
analoge Transformalion der Differentialgleichung (5.) für den Fall auszuführen, 
wo F(v, p, w) eine allgemeine quadratische Form bezeichnet. In der damals 
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von mir eingereichten Lösung führte ich diesen allgemeinen Fall durch lineare 
Substitution der Form F(it,t,ir>) auf jenen specialen zurück, nachdem die 
Grösse y(V), deren Verschwinden die Substitution (3.) liefert, als reeiproke 
Function und die in (4.) eintretende Grösse L als Determinante von F{u, t>, tr) 
-ifn'+e*) dargestellt war. Hierzu bedurfte die von Herrn Heue zur Ab- 
leitung der Gleichungen (4.) angestellte Rechnung nur einer geringen Mo- 
dißcation; diese Rechnung seihst ist ober etwas weitläufig, selbst für den 
obigen speciellen Fall, und in sehr erhöhtem Grade, wenn man dasselbe Ver- 
fahren auf Functionen mit mehr Variahein ausdehnen will. Bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesem Gegenstände fand ich jedoch, dass sich dieselbe ver- 
möge der Eigenschaften der Substitution (1.) bedeutend abkürzen und mit 
derselben auch dann ausführen llsst, wenn man fflr F(tt, t>> u>) eine homogene 
Function zwischen u+i Variabel» und für « 5 +e' oder x'+tf in (2.; eine 
ebenso allgemeine Function nimmt. 

Diese Verallgemeinerung der obigen Methode zur Transformation ge- 
wisser DifTerentialausdrflcke, sowie die Integration eines Systems von »—1 
Differentialgleichungen erster Ordnung zweiten Grades zwischen n Variabein 
bilden den Inhalt des Folgenden. 

f. 1. 

Der beabsichtigten Transformation liegt das sehr bekannte algebraische 
Problem zu Grunde: 

Man soll diejenigen linearen Substitutionen bestimmen, welche die 
Gleichungen 

(10 *" fr« *«•••*) = SAaMi = K >rf •••+*. r.*, 

(20 F^.fb, »»rff.fi- rj+ **+«.+ y: 

zu identischen machen. 

Aus der grossen Reihe von Arbeilen, worin dies Problem behandelt 
wird, erwähne ich zwei, nämlich die Abhandlung von Jacobi: De binis quibus- 
libet etc. (dieses Journal Bd. 12) und die Abhandlung des Herrn Weierttras* 
(Berichte der Berl. Aknd 1858). in welcher die Ausnahmefalle, wenn bei 
der gewöhnlichen Behandlung mehrere der Coefficienlen l einander gleich 
werden, mit berücksichtigt sind. Ich führe hier diejenigen Resultalo der Lö- 
sung an, welche im Folgenden gebraucht werden. 

Die Substitutionen mit ihren Auflösungen seien 

!• 
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(3.) y t = y«i r i+y 0 y I +-+y„n, 

(3'.) Y k = *»fi+4if*+»-+**|r„, 
ferner seien (A), (B), (^) die Determinanten der Functionen F, F„ und 
F-*F„, also 

Dann werden die Coefßcienten A„ i,, . . . i. die Wurzeln der Gleichung 

(5. ) W m iß) . (A, - X) (i, - i) . . . (i. - 1) m 0. 

Bezeichnet ausserdem (y*< 4 >) die Determinante (^) ftrUi», so dass (^*>) 
identisch verschwindet, and {Äff) die Unterdelerminante von welche 
dem Elemente entspricht, so iat 

(6.) y u : y» : ... : ya = : « (-4?) 

für ein beliebiges Suffix A aus der Reihe 1, 2, . . . », und 

3T - 

wo 

(80 h - (i|-A0(^~*»).-.(i*-.-^)(V.-^)".(A.-U 
Die transponirte Substitution 



(»0 >„ 

transformirt die reciproken Functionen von (1.) und (20. Bedeuten also (a u ) 
und (ßa) die Unterdeterminanten von (A) und (/?), so werden durch (90 die 
Gleichungen 

i b* in ff* 

( fau v* > • • • n.) = -2* Mw» = -jf + ^ + • • • + ' 



S- 2- 

Seien F(«,,%, ... n^) und F 0 («„«,,... zwei quadratische Formen 
der »+1 Variabein «,, 
(1.) F («i, «j» ••• «.+0 = 2a m iu„ux = (a U) a ai ... a„. t W1 J (*,, if,, ... «,+0% 
(2.) F 0 («!, ... «, + 0 = Sb ml u a ui = (6 U , *»,••• *M-VM4)(«n «*»» ••• «-ON 
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so erhalt .man hieraus, wenn 

(3.) «i=JTi, «*i=Jf2, ... = «, + i = y = -(*iSfi+« J Jfi+- +a:.y.) 
setzt, quadratische Formen der n Variabein y,, y„ ... y. 

(4.) .~y.,y) - («a,««,.««wwi)Cyi»fn -jf.*-(«ijf» + *ifi+--»*4f-))S 

(5.) F&i,*» ...*•>*) - (*u, ..•^ + l,H-l)(^i ^ »Iv••Jro-(*lyl+«»yl+•"+x.y.))^ 

Um auf diese die Transformation des § 1 anzuwenden, ordne ich nach 

den y<: 

(*'•) * Gr«*»... f.* f) - (^u»^it».. -0(fi,fi,...f.)N 

(5'.) *u(yi,yi, •■• y,,y) = (ß,,,/?,,, ... Ä„)(fi,y a , ... y.) 1 , 

worin 

(6) = a * ~ <>Wi — <*•+»,* x i + *< 

lB a = b 0 —b itm . rl x k —b n +i tk x i +b,+ ltm+l x i x k . 

Dann ist unter derselben Bezeichnung, wie in §. 1, 

lAXi =: ^ii ^ti • " A ma 

die Determinante von F(y,,y,, ... y„y) in Bezug auf die » Variabein y n 
y*i •-• y> genommen, und diese ist bis auf das Vorzeichen identisch mit: 

au a , . . . . «1 
Oji On . . . Oj» 



(7.) A 



a? 2 



«1 
«.+1,1 



1 



X. 
1 

0 



X ( . . . x„ 

Statt diese Determinante aus (4.) abzuleiten, will ich zeigen, dass sie — (A) 
gleicht. In der Thal, subtrahirt man die u+l", also die vorletzte Vertical- 
reihe mit a?» multiplicirt von der ersten, mit x, multiplicirt von der zweiten 
u. s. f., endlich mit x u multiplicirt von der Verticalreihe, und verfahrt 
darauf mit den Horizontalreihen ebenso, so geht A unter Berücksichtigung 
von (6.), und wenn man C 4 = o^.,,,— a^ +I(jM .,x < setzt, über in 

A lm C, 0 



A, t 

C. 
0 



A„ 

C. 
0 



1 



0 

1 

0 



A 



21 



Aj2 

Ar* 



A lm 
Au 



A+i A*i 
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6 Beurici, TramfomatUm r«i Differentialavtdnickeu 

so daas, wie behauptet, die Gleichung besteht: 

(8.) (A) - -A. 
Eine analoge Gleichheit besieht zwischen den Unterdeterminanten von 
(A) und A. Ist nämlich der Coefficient von «„ in -i nnd (o rt ) der von 
A A in fi4), so ist 

«* = -(««); 

denn wir können beide Unterdeterminanten durch Differentiation von A und 
(A) respective nach a u und A A bilden, wenn wir die Differentiation nur auf 
die der Form nach gleichen Elemente beziehen, also und a h , sowie v4 t 
und A H als von einander unabhängig ansehen. Dann liefert uns die Glei- 
chung (8.) 

da* dAik da* ca„ da a tau, **' 

Haben Ä, (B), ft a , <ß u ) dieselbe Bedeutung lor FJy,. j,, . .. y.,») 
wie >4, M), «.t, («.*) für Jf,, ...f., f), so ist auch hier 

und ebenso können wir diese Resultate auf die Form F—kF„ übertragen, 
denn es ist in doppelter Anordnung 

Setzen wir also 



(9) 





«Ii 


o rt -//i lt 


01, 


— a,.,+, — *6|,».,.| 


X, 




flu -i*»i 


«« — Ihn 


. «I, 






A = 


a.. -Äe., 




• • a.„ 




X. 






*A,4 1 ! - 


■ • «.+1, 




1 










1 


(1 



(10. ;A; i.-iZ;,.) ^-^,. ... 

so ist 

(11.) {A)**-A t W— 

wo und %<f, t ) Unterdeterminanten von ,f und (-4) sind 

Ich mache noch darauf aufmerksam, dass A als die redf-oke Function 
von .. . — Afl^«,, it,, ... angesehen werden kann, in der iii* 

Variabein durch Xj.x,,. . x. +1 bezeichnet sind, aber r.*, = 1 Besetzt ist 
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Die reciproken Functionen in Bezug auf die » Variabein 

jf. von F(y,,y„ ...y.,jr) und F.{f„f„ ... y,,j), nlmlich 

direct durch die a. 2> 6 ai und x, darstellen; 



lassen sich in 
es ist für die erste 



1 



o M . . . 


fl.. 






Vi 


»•1 • • • 






*. 




• • • 


a -+I,. 


«.+I..-H 


1 


0 


X, 


x. 


1 


0 


0 


>?» • • • 




0 


0 


0 



denn man sieht unmittelbar, dass auch hier die Unterdeterminante a tl von A 
den Coefficienten von r h i„ bildet. 3Iit Hülfe eines bekannten Determinanten- 
satzes lasst sich dieser Ausdruck anders darstellen. Bedeutet a die Deter- 
minante von ...«w+i) ttn(J wirfl> — — ^ als Function der x durch 
^(x,. x,, . .. x„ +I ), wo x. +1 = l, bezeichnet, in der Weise, dass 

so sind 

-flyfa, 1), ~«9(fe,%,.»«,0) und +•-+*..*'(*.)} 

die Unterdeterminanten der Determinante in (12.), welche den letzten vier 
Nullen entsprechen. Die aus ihnen gebildete Determinante 

wird daher = - 4 «tffo»<fci — *)i ttttd 80nlH M 

AWi* ' • • w - V Wn toi ••• '/•» ü ; 1 — y(g,.»b,...avj) — * 

wo der Bezeichnung für J analog 

6 = *±M»*-*m.m+»i - -^-B = ^(x„x,, ... 1) 

gesetzt ist. 



Digitized by Google 



8 Henrici, Tramformatiou von DiferenHakuttdrücken. 

S 3. 

Wenden wir jetzt die Transformation des $. 1 auf die Formen 
F(9i , y, , . • . y., y) und ^(y, » • • • 9; y) »o» wie sie im vorigen Paragraphen 
betrachtet sind, so heissen die Gleichungen §. 1 (1.), (2.) jetzt 
(10 F (y„ y„...y.,y) = K Yl+i*V+-+KYl, 

(2.) F 0 (y^ yn ••• y.» y) = 17+ 17+- + 
welche durch die Substitution 

(3.) y« = r«l r ,+r«i r 1 +-+y < .i r . 

zu identischen werden; und die transponirte Substitution 

(4.) H k = y u »?i+y»i7,+-+r^'7. 
erfallt die Gleichungen 

(5.) f(lHfcf»*J = ^+^+-+^ 

In den übrigen Formeln des §. 1 können wir nach den EntWickelungen 
des vorigen Paragraphen statt der (4), (JJ), (yf) und deren Unterdeterminanten 
die A, B, A und deren Unterdeterminanten aber mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen nehmen. Demnach wird 



4f dA w n . 

Die Proportion $. 1 (6.) kann ersetzt werden durch 

._, dAW dA» dAM 

denn weil = 0, so sind ihre Unterdeterminanten , welche den Elementen 

aus zwei Horizontalreihen entsprechen, proportional, und die Unterdelerminanten 

dA l > BA l > dA*) 
der letzten Reihe sind •> i ••• ^~q^~ folglich wird 

(fi \ A» • • • - djfk) ■ ÖJ * k) . • dj ** 
(8.) 4u:-42i *" ~ "äiT--5ir : -" : ^r' 

wodurch sich die obige Proportion ergiebt. 

Die Gleichung .// = 0, wenn A aus §. 2 (9.) genommen wird, be- 
gründet einen Zusammenhang zwischen zwei Systemen von je n Variabein. 
Die Wurzeln 1„ A,, . . . 1. der Gleichung sind Functionen der x,, . . . *. 
und umgekehrt können die x vermöge der Gleichungen 

(9.) ^" = 0, A" = 0, ... ^-» = 0, 
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9 



wo A 1 ^ immer die Determinante A für l = l t bezeichnet, als Functionen der 
l angesehen werden, und zwar als solche, die sich algebraisch darstellen 
lassen, da die Gleichungen (9.) nach den x aufgelöst werden können, wie 
in §. 5 ausgeführt wird. Es sollen jetzt aus diesen Gleichungen die Relationen 
zwischen den Differentialen der x und l aufgestellt werden, um nachher Dif- 
ferentialausdrücke dadurch zu Iransformiren, dass statt der x als neoe Va- 
riabein die i eingeführt werden. 

Da A w von den X nur A« dagegen alle x enthält, folgt durch totale 
Differentiation in ßczug auf alle diese Variabein aus der Gleichung .7"' = 0 

und diese Gleichung geht unter Berücksichtigung der Proportion (7.) Ober in 

(10.) ~9k-Q^-dl. k = y^dx^yndx^^ Yy^dx.. 

Der Factor (f t ist bestimmt durch 

dxk d*h 

oder wegen der Gleichungen vor (7.) 

,» _ 1 **** 

dxi, dxk 

Der zweite Factor hierin kann leicht durch l t allein ausgedrückt werden, fie- 

trachten wir wieder 4 -3^- als Unierdeterminanten von A {i \ aber einmal als 

dem x K aus der Vertical- das anderemal dem aus der Horizontalreihe der x 
entsprechend, und bezeichnen durch U die Unterdeterminante, welche dem 
letzten Diagonalgliede 0 in vf*> entspricht, so haben wir nach dem bereits 
angewandten Determinantensalze 

. bA*> Ö*» . 

4g 1 

6^/*) ~ 1Z7' 

folglich wird 

*• = WÄÜ 
M. LXV. HWt 1. 2 
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Hierdurch und weil -~- = Bl k ist, geht (10.) über in 

(11.) \y'B^dX k = y lk dx 1 +y 1k dx,+ .-+y mk dx m . 

Diese Gleichung, welche für AI. 2, ... n dif Relationen zwischen 
den Differentialen der x und der l giebt, wie sie aus den Gleichungen (9.) 
folgen, hat genau die Form der Substitution (4.), durch welche wir in (5.) 
und (6.) die Formen ffo,^ ... i?„) und /u(>7i,»7j, ... y m ) transformirten ; eine 
Eigenschaft, welche gestattet, eine Reihe von Differentialausdrücken erster 
Ordnung zweiten Grades der Variabein x ohne Weiteres durch die X auszu- 
drücken. Da nämlich die Gleichung (11.) aus den Substitutionen (4.) hervor- 
geht, wenn 

(12.) H k =^B^dX k 

gesetzt wird, so können wir sagen, dass die Substitutionen (4.), nachdem die 
Werthe (12.) eingesetzt siud, durch die Gleichungen (9.) identisch erfüllt 
werden. Dasselbe gilt von allen Gleichungen, welche Folgen der Substitution 
(4.) sind, da diese durch dieselben Werthsysteme befriedigt werden, welche 
der Substitution genügen. Dies giebl den Satz: 

Aus den Gleichungen (5.) und (6.), sowie aus allen übrigen, welche 
durch die Substitution (4.) *u identischen werden, entstehen durch Einfuhren 
der Werthe (12.) Differentialformeln, welche Folgen der Gleichungen 

^"> = 0, ^ p >=0, . . . ^" = 0 

Hierin haben B und A w die in §. 2. angegebene Bedeutung; es ist 
B die Determinante von F (1 (y n y,, ... y,, y) und A k die von F(y n y„ ... y„, y) 
— ^*Fj(y 4 , y«, ... y„, y) in Rücksicht auf die n Variabein y ki y t , ... y m> oder 
wir können B und A iK) als die reciproken Functionen von F 0 (i»,, ... u^.,) 
und F(«,,w„...«. + ,)-a*F,(«i, «„...«.+,) betrachten, in denen die Variabelu 
durch x,, x,, ... x. +1 , aber x. 41 = l, bezeichnet sind. Ferner ist L k die 
Determinante von F(i»,, «j, ...«.,.,) -X k F, t (u k , ... «i -+1 ), also 

L k = Z+ioH-Xtb^iav-X.bn) ... (a^+i-Xj^^) 

und 

/* = (A,-A,)(W*) .. -*») •■■ (V-*0- 

Dieser Salz dient zur Transformation derjenigen Differentialausdrücke, 
welche aus den Formen j?,, ... tj m ) und /ö(*?,,itj, ... 17,) sowie aus den si- 
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multanen Covarianten dieser Formen hervorgehen , wenn in ihnen rj t = rfx, 
gesetzt wird. 

Besonders hervorzuheben ist ein specieller Fall der Substitution (9.). 
Wenn nämlich F 0 (y,, ... y„ y) = —ryl wird, so heisst die Glei- 

chung (2.) ^+ y H -+y:=y, , + y/4-H-l r . J , die Substitution (3.) wird also 
orthogonal und zeichnet sich vor der allgemeinen durch eine Reihe merk- 
würdiger Eigenschalten aus, welche sich auf unsere Substitution (9.) über- 
tragen. So ffillt die tronsponirte Substitution mit der ursprünglichen zusammen, 
wenn wir die Variabein in beiden mit demselben Buchtitaben bezeichnen, da 
jetzt die Auflösungen der Substitution (3.) die Form (4.) annehmen. Setzen 
wir also y l = r\ i und Y t = H t , so fällt die Gleichung (6.) mit (2.) zusammen, 

da auch /ofr,,»?,, ... »/.) = *?! +ij5H rnl wird, wahrend die Gleichung (1.) 

ebenfalls Folge von (4.) wird. Da endlich noch die Determinante (B) — —B 
von F„ gleich 1 wird, so heisst unser Satz jetzt: 

Wenn die orthogonale Substitvtion 

(13.) »?, = y,.^,+^^+--+y,.W B , Ä» = y u »/,f +M. 
die Gleichung 

lF(tj, , ij, , ... i*. , q) = (a„, Um ... o. + i^+i)(*Ji, ifc, ...»/.,- x, - -f- a^,))' 

identisch erfüllt, so gehen aus ihr sowie avs allen übrigen durch (3.) iden- 
tischen Gleichungen Differential formein hervor, wenn man 



(14.) f 



(15.) n^^-j^di. 



setzt, und diese werden Folgen der Gleichungen 

.^'» = 0, ^ = 0, ... yf" 
Hierin ist jetzt 



(16.) sf» = 



an— i| an 
«Ii 



0. 



x,| 



<*•+».•+! 
1 

2* 



1 
0 
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Es ist bemerkenswert!», dass L L hier nur vom «'*" Grade in k k ist, wahrend 
es im Allgemeinen den Grad »+1 erreicht, und dieser sinkt noch um eine 
weitere Einheit, wenn a. +Ii . +1 = 0. 

■ §. 4. 

Nachdem im vorigen Paragraphen Regeln angegeben sind, am Dif- 
ferentiolausdracke dadurch zu transformiren , dass die x durch die X ersetzt 
werden, sollen jetzt einige Eigenschaften dieser Substitution A = 0 angegeben 
werden, wobei es meistens genügen wird, an bekannte Sätze zu erinnern. 
Ich bezeichne hier Kürze halber die Functionen . . . n, +J ) und 

Fof«,,«,, ••• w. + i) d arch nnd F„. 

Zunächst lflsst die Gleichung A = 0 för » = 2, 3 eine einfache geo- 
metrische Deutung zu. Lassen wir für n = 2 die Variabein »/, . «j Linien- 
coordinatcn bedeuten, so repräsentirt die Gleichung F—IF 0 = Q mit der will- 
kürlichen Grösse X alle Kegelschnitte, welche von den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Kegelschnitte F =0, F„ = 0 berührt werden. Die 
reciproke Function von F—kF,, ist A, unsere Gleichung A = 0 drückt also 
dasselbe System in Punklcoordinaten aus und zwar in Cartesischen, weil ar,= t 
gesetzt ist. Legen wir den * die Coordinaten eines festen Punktes bei, so 
liefert A - 0 zwei Werth« für i, welche die beiden Kegelschnitte des Systems 
bestimmen, die durch den angenommenen Punkt gehen. 

Wahrend also die x den Punkt in recht- oder schiefwinkligen Coor- 
dinaten angeben, bestimmen die / denselben als Durchschnitt zweier Kegel- 
schnitte, welche vier feste Grade berühren. Das analoge gilt für n — 3 
im Räume. 

Diese Bestimmung der x durch die i ist im Allgemeinen eine voll- 
kommen bestimmte, doch müssen gewisse Grcnzfalle ausgeschlossen werden. 
Damit nämlich alle x durch die l ersetzt werden können, ist einentbeils nöthig, 
dass die Gleichung A = 0 von keiner der Variabein x unabhängig wird, 
anderntbeils, dass dieselbe für keine ihrer Wurzeln ij, A,, ... i, einen von 
den x unab K ingigen Werth g giebt. Die Bedingungen, unter denen dies ein- 
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tritt, lassen sich als permanente Eigenschaften der Functionen F und F, durch 
das Verhalten der Determinante L von F— AF„ ausdrücken. 

Die Unterdeterminanten von L sind die Coefficienten der x in A. 
Diese Grösse wird daher nur dann von x, unabhängig, wenn alle ersten Unter- 
determinanten, welche den Elementen der f Horizontal- oder Yerticalreihe 
in L entsprechen, identisch verschwinden, wodurch auch L - 0 wird. Ferner 
kann A nur dann einen von den x unabhängigen Factor (A— g) haben, wenn 
alle Coefficienten der x in A, also alle Unlerdeterminanlen von L durch diesen 
Factor theilbar sind, in welchem Fall L mindestens zweimal durch [X—g) 
theilbar ist. Geometrisch wird hierdurch bedingt, dass die beiden Curven 
oder Oberflächen F 0 und F, 0 einen Conlact höherer Ordnung oder in 
zwei Punkten einen einfachen Conlact haben; letzteres, wenn L den Factor 
(A — g) nur zweimal enthalt*). 

Der Gleichung A = 0 kommen eine Reihe weiterer Eigenschaften zu, 
welche durch die Determinantenform von A bedingt werden. Gleichungen wie 

P\\ — Xq n • • • Pu~Xq lr 



Pn—Xq r , . . p„ — Xq„ 

sind vielfach untersucht, in dieser allgemeinen Form, wo jedes Element die 
Grössen >- enthält, von Herrn Hermite (Comptes rendus 1855), von Herrn 
Ciebich (Bd. 62, p. 232 dieses Journals), sowie von Herrn Weierstras» (Be- 
richte der Berl. Ak. 1858), dessen Resultate Herr Chrittolfel (Bd. 63, p. 255 
dieses Journals) erweitert und namentlich auf den Fall ausgedehnt hat, wo 
die p tl , q Ml Functionen einer oder mehrerer Variabein sind. 

Unsere Gleichung A — O hat diese Form für beide der in §. 2 durch 
(A) und A unterschiedenen Darstellungen und ist ausserdem symmetrisch. 
Aus beiden Formen können wir Folgerungen für die Realität der Wurzeln 
A,, Aj, ... A. ziehen, doch mag es hier genügen in Betreu* der Form {A ) 
§.2 (10.), wo p,i y q„x durch die A tl , B tl ersetzt werden, welche Functionen 
der * sind, auf die zuletzt citirle Abhandlung zu verweisen, um hier noch 
einige Worte über die andere Darstellung hinzuzufügen. In A §. 2 (9.) ist 
r = n+2 und in der letzten Horizontal - und Yerticalreihe q t>mi7 =0, p. <n ^x,, 



•) Vergl. Sylvester, Phil. Mag. 1851, 1., p. 119, wo die verachiedenen Arten der 
Berührungen zweier Gebilde iweiter Ordnung au» dein Verhalten der Determinante L 
abgeleitet werden, wenn die Gleichungen derselben in Punktooordinateo gegeben sind. 
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während die x in den anderen Elementen nicht vorkommen. Dann hängt, 
vorausgesetzt, dass die a ml und x reell sind, die Realitit der Wurzeln 1,, 
allein von den b„ x ab und die Bedingungen dafür, dass sämmtliche 
Wurzeln von A==0 reell werden, ist dieselbe unter der die Wurzeln der 
Gleichung 1 = 0 alle reell sind: Es müssen die b. x so beschaffen sein, dass 
2b tl * x «i = F 0 (*„ «*>... immer dasselbe Zeichen behalt, wenn man die 
u alle reellen Werthe durchlaufen lässt. Nach den Sitzen der Herren 
Weier$tra98 und Chrittofrel hat nun eine Gleichung L — 0 unter denselben 
Bedingungen, unter denen ihre sämmtlichon Wurzeln reell sind, die Eigenschaft, 
dass dieselbe nur dann r gleiche Wurzeln g hat, wenn alle ersten Unter- 
determinunten von L durch (l — g) T ~ l theilbar sind, uud umgekehrt. Damit 
also die oben ausgeschlossenen Grenzfälle, für welche unsere Substitution un- 
zulässig wird, nicht eintreten, ist jetzt erforderlich und ausreichend, dass 
sämmtliche Linearfactoren von L unter einander und von Null verschieden sind. 
In dem im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fall, wo 

F„ = ■g+4+«*+< 
also immer positiv ist, wird für » = 2,3 das durch F- 1F„ = 0 repräsentirte 
System von Kegelschnitten oder Oberflächen zweiter Ordnung ein confocales 
und die l werden daher die von Jacobi unter dem Namen der elliptischen 
Coordinaten in die Analysis eingeführten Functionen der x. Die Gleichung 
A = 0 giebt, wenn A die Form §. 3 (16.) erhält, den allgemeinsten Zu- 
sammenhang zwischen rechtwinkligen und elliptischen Coordinaten, wobei es 
gleichgültig ist, ob das System confocaler Gebilde einen Mittelpunkt hat oder 
nicht, indem parabolische Formen von F=0 und somit des ganzen Systems 
dadurch bedingt werden, dass a. +I>lH ., = 0. Wenn a. +1> . + , nicht verschwindet, 
können wir diese Grösse = —1 setzen und F durch orthogonale Substitution 
so transformiim, dass unsere Gleichung A = 0 übergeht in 

welche Jacobi zur Einführung der elliptischen Coordinaten gehraucht. 

Die Jocooischen Transformationsformeln für die Einführung der ellip- 
tischen Coordinaten sind in ihrer Vollständigkeit in dem gegenwärtig in Druck 
befindlichen Hefte seiner Vorlesungen über Mechanik enthalten, von welchen 
ich den hierauf bezüglichen Theil habe einsehen dürfen; seine erste Bekannt- 
machung über diese Substitution aber findet sich in seiner Note über die geodätische 
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Linie auf dem dreiaxigen EUipsoid. (Berichte d. Berl. Ak April 1839 und 
Bd. 19. p. 309 dieses Journals.) 

$. 5. 

Der Vollständigkeit halber gebe ich hier noch die Auflösung der Sub- 
stitution 

st» = 0, ^>=0, . . . = 0, 

nach den Variablen x,, x,, ... x„. 

Da die X„ i. die Wurzeln der Gleichung A = 0 sind, besteht 

die in l identische Gleichung 

«i» — • ■ • — Mi,. M x\ 



a «+i,i — M. +1| i . . . a.+i i( , +l — as,4.| 
xl ... x^j 0 



= Ä(1,-A)CW)...(W), 



* 

in der -£- = x, ist. Die Determinante links soü jetzt durch A(X), und 

ebenso die früher durch L bezeichnete Determinante L durch L(l) bezeichnet 
werden, so dass, wenn fj, ... y^., die Wurzeln von 1 = 0 sind, 

m = *(#i-A)(f*-A) ■ • • (*-*). 

Nun wird bekanntlich A(l) ein vollständiges Quadrat in Bezug auf die 
x', sobald die Determinante L(i) verschwindet, also allemal, wenn wir für 
X einen der Werthe g„ f„ . . . g m+l setzen, und zwar ist A(g t ) das Quadrat 
des Ausdrucks 

*i /C 50 +*>yx»(ü)+ , "+«Ui >' VI..+1 fjo i 

worin Lu(ff<) den Coefficienteu von a u — ^,6 M in L(g,) bedeutet, wie man auch 
unter Beachtung der Relation jfJSjffX^S^f^ Lw(9.) direct durch Qnadriren 
verificiren kann. 

Durch Einsetzen des Werthes g, statt A in die obige Identität entsteht daher 



x\ (ff,) + *i y'Ln y^-+i,-+t (ff.) = /(ff. - *i) (ff* - **) • • • (ff* - K) » 

woraus für i= 1, 2, ... *+l zur Bestimmung der x' ein System n\\ li- 
nearer Gleichungen hervorgeht. Allerdings ist die linke Seile dieser Glei- 
chung der rechten nur proportional, doch können wir den fortgelassenen 
Factor als mit den x zusammengezogen denken, da wir schliesslich nur die 

Verhaltnisse brauchen. 
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Besonders einfach wird diese Lösung, wenn L(X) schon in lineare 
Factoren zerfällt, wenn also z. B. in ihr alle Elemente mil Ausnahme der in 
der Hauptdiagonale verschwinden, da dann auch alle L H (g,) mil 
von L„(g.) verschwinden, es wird 

* - y 

wo jetzt 
folglich ist 



= _ J Xfr-*t) -(ft-*-Xg.+i -g, )...(*+ 

" F Cp-ri-i, X»M-i-^)...&.+i-^.-» 1 )...Cft-ff*-i)C»r-J.+0.»(«r*i+i) 

Hat insbesondere die Gleichung .10 die Form §. 4. (1.) 

^r+^ + -+-^-1-0, 

so wird 

W) - (•u-^föa-i) ... («„-i), 

ist also nur vom Grade w. so dass g mii unendlich gross geworden ist, wäh- 
rend, g, — a„ wird. Dies hat zur Folge, dass in dem Ausdruck für x, die 
Factoren, welche , enthalten, sich heben und 

_ J (ow — ^, )(Qi.-^ t )-.-(o.. — 

f («fe -- «, , ) (a*— «,,) . . .(«« — o,_ i,,_0 (a«— «,+ i,,. t 0 — *0 

wird, was mit der Auflösung, welche Jacob* in seinen Vorlesungen aber Me- 
giebt, 



$. 6. 

Nach den Gesetzen, weiche für die Bildung simultaner Covarianten 
aufgestellt sind, kann man aus den Gleichungen §. 3. (5.) (6.) eine unbe- 
grenzte Zahl neuer Gleichungen herleiten, welche «He durch die Substitution 
§. 3. (4.) erfüllt werden, und welche daher eine Quelle neuer, durch unsere 
Substitution sl = 0 identischer Differentialformeln sind. Ich betrachte hier nur 
diejenigen, deren rechte Seiten die Form 

haben, wo irgend eine rationale Function von 1 bezeichnet. Sie lassen 
sich alle aus denjenigen Formen zusammensetzen, in welchen x(l)-l m for 
ein ganzes positives oder negatives m, und zu diesen gelangt man unter 
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(3.) 



andern auf dem von Herrn Hesse in seiner analytischen Geometrie des 
(p. 196) angegebenen Wege. 

Ich gehe auf diese Formen für den Fall näher ein, wo f u =rj\-\-i}}-\ h»?i 

ist. Da jetzt die Substitution §. 3. (4.) orthogonal wird und in die unter §. 3. 
(13.) übergeht, haben wir die Gleichungen 

(2.) Ffo„ xuu = M£+M&+»+Uft 

welche durch die Substitution 

zu identischen werden. 

Um aus (1.) und (2.) neue Gleichungen zu bilden, welche Folgen 
der Substitution (3.) sind, differentiire man (1.), (2.) oder irgend eine andere 
durch (3.) identische Gleichung total in Bezug auf alle % und //, . und setze 
statt der Incremente die partiellen Differenlialquolienten von F »7,, ... 17., 17) 
und 2l k Hl nach denselben Variabein, also 

iF'fo) statt drj if und l t H, statt dH, 

Dass die so gebildeten Gleichungen wirklich durch (3.) erfüllt werden, folgt 
daraus, dass dieser Substitution sowohl genügt wird, wenn man dijf statt tj t 
und dH k Blatt H k setzt, wie die totale Differentiation von (3.) zeigt, als auch, 
wenn man 4 /•".?„'• statt 17, und i.Jf t statt H k setzt, wie die partielle Diffe- 
rentiation von (2.) nach H k lehrt, wenn man die vermöge (3.) als Functio- 
nen von H k betrachtet. 

Ich bezeichne die angegebene Operation durch d und m mal wieder- 
holt durch d m , ferner die auf diese Weise aus Fu(i7,,i7,, ... »7.,»;) gebildeten 
Functionen durch F m mit dem Coefficienten Atf, so dass 

M, = F. = 2A$Wx, 
indem der Grad der Formen in Bezug auf die Variabein 17 nicht geändert 
wird, wohl aber die Ordnung der Coefficienten in Bezug auf die A, lt und 
zwar steigt diese bei jeder Ausführung der Operation J um eine Einheit, 
weil an die Stelle der Incremente, die von der nullten, die Differential- 
quotienlen ^F'^) treten, welche von der ersten Ordnung in den A, k sind. 
Es werden daher die Aif von der m"' Ordnung in den A tl und folglich von 
der 2m"" in den ae,, x,, . . . x. sein, und zunächst stimmt 6*F 0 =F, mit der 

Bd. LXV. Heftl. 3 
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gegebenen Function F, Qberein, so dnss n«> li A { *1 = A xi ist, wahrend für F„ 
— 0, A t "l = 1 genommen werden muss. 

Für die transformirlen Formen ist dii* Operation <T leicht ausgeführt, 
man erhält 

ÖZli; = ZttK, - <^//< = u. s. w. , 

wo die Summen über die Werthe 1, 2, ... « für I auszudehnen sind. Es 
wird nlso durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 

9»...*) = *s«i+*yii?+"H 

identisch erfüllt. 

JocoW giebt für die Bildung der Coefficienten Äff (dieses Journal 
Bd 12. p. 20.) die Regel: Setzt man 

und drückt diese symbolische Function der l durch die A xl aus, so wird 

Die successive Bildung dieser Coefficienten, wio sie aus der Anwendung der 
Operation <f folgt, führt dagegen auf diejenigen Formeln, welcho das Multi- 
piieationstheorem für die Elemente der Potenzen von Determinanten giebt. 
Wird nämlich aus den Aft die Determinante A (m ^ von F m gebildet 

jt* = 2±a[: , a ( - , ...a ( ::, 

so besteht zwischen diesen und der Determinante A von F die Relation 

A im) = A m , 

und diese beiden Determinanten sind, wenn man A m nach dem Multiplications- 
theorem entwickelt, von Glied zu Glied identisch. Die Rechtfertigung dieser 
Behauptung ist leicht. Setzt man für die nach dem Multiplicalionstheorem 
entwickelte Determinante A m : 

a- = *± 

so hat man zur successiven Bildung der wegen der Identität A' A . A r ~ l 
die Formel 

Führt man andererseits die Operation S an F r _, — £ £ A*'^ aus, so wird 
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Hierin ist der Coefücienl vou r;,^ 

£A H 1 A ik ~ 2 All l) A* = %2A[ t An, 

weil beide Summen links dieselbe Bedeutung haben und A[ r ? = A^ ist. Non 
ist ober dF r _ t = F r und der Coefficienl von in F r ist 2A['i, also 

Wir haben somit für die Bildung der 4*5 dasselbe Gesetz gefunden, 
wie oben für die 31^ , woraus in Yerbindnug mit der Bemerkung, dass 
ÄQ um ftjg = A, x ist, die bebauplele Identität 

folgt. 

Dieses Hildungsgeselz zeigt auch, dass die A ~, dieselben Grössen 
sind, weiche Herr Horchardt*) unter der Bezeichnung a*7* benutzt, um die 
Discriminanlc und die übrigen Ausdrucke, von deren Zeichen die Bealität 
der Wurzeln der Gleichung 

ffn — A a,i . . . Oi, 



abhängt, in die Summe von Quadraten zu zerlegen. Diese Form ist genau 
dieselbe, welche unsere Gleichung {.i) — Q in dem jetzt vorliegenden Fall 
annimmt, wo , . . . », +t ) - w?+ 

Nehmen wir statt der Gleichung (2.) die aus den reeiproken Functionen 
beider Seiten gebildete 

KV» »«. •• '/.) - -j" 2 ' 0 " 7 " 7 '' 1 + tt + 

so erhalten wir aus ihr nach dem obigen BildungsgeseU die Gleichung 

f.fti, fc, ... 7,.) = -1- Sn^%f}i = fi" + " ' + 1 

wo die et'?* ebenso aus den n xl gebildet sind, wie die A l £ aus den A ml . Da 
ff* 

aber die reeiproke Function von 2l\*H; ist. so wird auch f m (V\i 1 hi"'Vm) 

*) Bd. 30 dieses Journals und Bd. 12 des Liovcilkichcu Journals. 

3* 
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die rcciproke Function von F m (17,, »/,,... ij.) sein, d. h. es ist a ( ,'; , der Coef- 

ficient von A& } >n der Determinante A l " y = S±A\" i A^\..A l Z i . 

Es halt nach diesem nicht schwer, auch diejenigen Functionen der r, 
zu bilden, welche in 2xih)B* transformirt werden, wenn irgend eine 
rationale Function von l ist. Für x (k) = l* m haben wir nach dem Vorigen: 

Soll die lineare Substitution (3.), welche die Gleichungen (1.), (2 ) 
identisch erfüllt, auch die Gleichungen 

(4.) F m (r ]l ;T ll ,...Ti m ) = ZAt t V //, 7 4-i? Bt+-+K //;, 

(5.) ig = zAs-^.m = K-m+*rft+ -+tric 

im Idenütiten machen, so müssen die Grössen Aif die durch Entwicklung 
der Determinante 

A- = [Z±A u A n ...A m .F = Z±A l - ) A ( Z\..A ( ? . 
bestimmten Werthe haben, wahrend 

ist, wo die ajij* die Unterdeterminanten von A lm) bedeuten, oder man be- 
stimmt die a'"' aus der Entwicklung 

Wenn man In (4.) für m die Zahlen 0, 1, 2, . . . m setzt, di»- so er- 
haltenen Gleichungen mit Constanten k m , . . . A,. k u mulliplicirt und alle 
addirt, ferner mit der Gleichung (5.) ebenso verfährt, so erhält man: 

Soll die Substitution (3.) auch die Gleichungen 

(6.) XCLtVfc = *(W +-+jf(J b )«, 
(7.) = z (^)fl? + ^(^)^ + ... +x ( 3 *.)/C 

erfüllen, wenn 

muss ^ 

sein, wo 4i=Ai, ^S?-l, 4?-0. 

Mulliplicirt man die Gleichung (1.) mit einer constanten Grösse e und 
suhtrahirt sie von (2.), so erhält man die durch (3.) identische Gleichung 

(8.) S{A 9l ^B ml )n.r]i = (i,-e)Ä?+(i,-0Ä I 4.-+Ci.-«)W:, 
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in der Z?„ = l, B xl = 0. Dieselbe gehl aas (2.) hervor, wenn wir dort 

(9.) A„ in A tM — t and A< in l ( ~ i 

verändern. Diese Verlauschungen dflrfen wir auch in allen andern durch (3.) 
identischen Gleichungen vornehmen, weil die Substitution (3.) sich nicht ändert, 
wenn (8.) an die Stelle von (2.) gesetzt wird. 

Durch diese Veränderungen (9.) geht die Determinante A Ober in 

ja,,-« o„ ... a,. *i 

(hi a« — e ... a,. <h,m+t *h 

«*i . . . a„ — e a m %+ , x n ' 

a?, ir, ... x, 1 0 

welche aus -A hervorgeht, wenn man X-t setzt. Die Grössen a xi werden 
xu den Unterdeterminanten -;t ml (t) von and somit heisst die aas den 

reeiproken Functionen beider Seilen von (8.) gebildete Gleichung 

welche immer noch Folge der Substitution* (3.) ist. 

Legen wir hierin den e verschiedene Werl he <,, . . e. bei, mul- 
tipliciren diese mit Constanten h?, . . . h m und addiren alle, so entsteht 
eine neue Gleichung, in der der Coefficient von //;' aas einer Summe von 
Termen -r besteht, also einem rationalen Broch der Grösse A» gleicht. 

Dies giebt den Satz: 

Soll durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 

(io.) = ^+3^«+...+^« 

erfüllt werden, wenn f(X) nnd xW 8* nte Functionen sind, letxtere von 
höherem Grade wie erstere, und in Partialbruche zerlegt 

ist, so muss, vorausgesetzt alle t seien verschieden, 
sein. 



JL%i — A^% 
A^ A<n — ( 



. A la 
• A% m 

• • • A. mm '^~ ( 
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Wird £^.;«=0 durch r gleiche Wurzeln t befriedigt, so komml in 
der Zerlegung von in Partialhrüche die Reihe 

vor. Wendel man nun die Vertuschung (9.^ nirf (7.) an, so entsieht eine 

k 

Gleichung in der der Coefficienl von U k diese Pom — p- hol und dies 
i*l in die ohige Entwickclung einzuführen. 

Ist endlich der Grad von W höher als der von /, so kann man ' 
entweder in eine ifanze und eine gebrochene Function zerlegen, deren Nenner 
von höherem Grade ist als der Zähler, uud für diese die entsprechenden 
Formen bilden, oder man nimm! zuerst die reeiproken Functionen, in denen dann 
der Coefficienl von H t gleich *™ wird, und kehrt von diesen zu den ur- 
sprünglichen zurück. Kbcnso enthält auch die Gleichung (10.) für den Fall, 
dafis 9>(l)s=1 wird, die reeiproke Function von v fi.\ wenn ■/ ).) in beiden 
Gleichungen dieselbe Bedeutung hat 

Die hier entwickelten Formeln lassen sich in derselben Weise für den 
Fall bilden, wo /•!,(*,,«, — «„,,) wie in §. 2 eine beliebige quadratische 
Form bedeutet, nur werden dann die CoefCcienlen der Functionen F m {r n . 7,, ... t/„) 
und f m [r),. Vii • ••'/.) complicirter. 

§ 7 

Setzen wir die Werlhe §. 3 (15.) in die Gleichung (14.) desselben 
Paragraphen sowie iu die Gleichung 

ein. so erhallen wir die Diirerenlialiormcln 

F{Hx, , rf.r, , . dx„ , - ( x t dx, + x, dx t + • • • + x„ dx. ) 



j ilxl-^r dxl-\ \-dx i 

welche Folgen der Gleichungen 
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sind, wenn die Form $. 3 (16.) hol. Ebenso entsteht aus der Gleichung 
I 6 (4.) 

F-fai» Tai •••*?.) = 1TÄ?+W4— 
die Diffcrenlialformcl 

(3.) F.(dx,,rf.r,,...rfx.) = -i j^rfAi-f^rfAM-^ + ^rfilij, 

gültig für jedes ganze m. 

Ks sollen jetzt die folgenden n — 1 simultanen Differentialgleichungen 
iutegrirl werden: 

rfxi + rfx?4--l dxl = 0, 
l F(r/.r, . dx t , . . . dx u , - (x, rfx, 4- x, rfx, + • • -f x. rfx.)) ~ 0, 
F, (rfx, , rfx 2 , . . . rfx v ) = 0, 
F, (rfx,, rfx,, ... rfx.) = 0, 



(4.) < 



F m . t (dx,,dx i ,...dx m ) = 0, 

welche sämmtlich von der ersten Ordnung aber vom zweiten Grade sind und 
worin ganze Functionen der x die Cocfficienten der Differentiale bilden. 

Transformiren wir diese Gleichungen mittelst der Substitution (2 ), so 
gehen sie nach (1.) und (3.) in das System 



(5) £-£-dl\ = Q, JS^±di.l = 0, ... 2^j^d>.l = 0 

Uber, wo die Summen über die Zahlen 1 . 2. ... n für k nuszudehnen sind, 
und dieses Ifissl sich sowohl in transcendenter, wie in algebraischer Form 
inlegriren, wenn man den von Jacobi im 24''"' Bande dieses Journals zum 
Beweise des Abehchen Theorems angewandten Weg einschlägt. Man führe 
zu dem Ende eine neue Variabele / ein mittelst der Gleichung 

(4'.) 4F,_ l ( < /x„rfx a ,...rfx,) = (-i)"dt\ 

welche durch die Substitution (2.) wegen ,3.) in 

(6.) f t~*2 - (-i)-'rf/* 

übergehl, und erinnere sich, dass der Ausdruck 



identisch verschwindet, so lange t <T «• — i, dagegen = (— l)"" 1 wird, wenn 
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i = n- 1. In Folge dessen werden unsere Differentialgleichungen befriedig», 
wenn man 

n \ — 

dt ü~ 

dx t „, 
setzt. Diese Werthe von genügen aber auch den Gleichungen 

sobald den Wurzeigrössen dieselben Vorzeichen, wie in (7.) gegeben werden, 
so dass sie die Gleichungen (5.) und (6.) ersetzen. Da die Variabein sepa- 
rirt sind, findet man aus ihnen durch Integration 



(8.) 



A -/4fr +/4fr 



als vollständige Integrale von (5.) und (6.) oder (4.) und (4'.) mit den n 
willkürlichen Conslanten /?„, /i,, ... t, während die ersten »—1 Glei- 

chungen die Integrale von (5.) oder (4.) geben. 

Die unter dem Wurzelzeichen in (8.) auftretende Grösse L k ist eine 
ganze Function von Ä, vom Grade it, deren Linearfactoren in dem hier be- 
trachteten Fall nach §. 4, alle reell und verschieden sind. Die Gleichungen 
(8.) enthalten daher ^6e/sche Integrale erster und zweiter Gattung, und zwar 
die ersten v— 1 Gleichungen solche erster Gattung, wenn n = 2v + 2 oder 
= 2v+l. 

Um die algebraischen Integrale zu finden, hat man genau das Jacobi- 
sche Verfahren anzuwenden, indem man von dem System (7.) ausgeht, ich 
führe daher nur das Resultat an. Setzt man wie in §. 5 

Lk = (jfi- lk) (g»- **)••• (9- *») 
und 

= 

so wird 
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ein Integral der Gleichungen (5 ), woraus wir die vollständigen Integrale be- 
kommen, wenn wir ffir g, irgend n — 1 der n Wurzeln von L~Q nehmen. 
Hierin sind die l mittelst der Gleichungen (2.) wieder durch die x zu er- 
setzen, um die Integrale des vorgelegten Systems (4.) zu erhalten, und diese 
Operation ist ausführbar, weil die Integralgleichung (9.) in Bezug auf 
A,, ... l n symmetrisch ist. 

Da die Vorzeichen in (7.) ganz willkürlich sind, dürfen wir auch in 
den Gleichungen (8.) und (9.) die Vorzeichen der Quadratwurzeln ganz will- 
kürlich wählen. So erhalten wir aus den »-1 Gleichungen (9.), indem wir 
alle Zeichencombinationen bilden, 2"' Gleichungensysteme von je »—1 Glei- 
chungen. Denken wir uns andererseits die Gleichungen (5.) nach den n— 1 
Verhältnissen der dl aufgelöst, so erhallen wir auch für diese 2*~' solche 
Werthsysteme, da alle Gleichungen vom zweiten Grade sind. Die gefundenen 
Integralgleichungen (9.) und ebenso die transcendenten (8.) geben daher die 
vollständige Lösung der vorgelegten Differentialgleichungen. 

Ganz in derselben Weise wie hier kann man verfahren, wenn statt 
des Systems (4.) irgend n-\ andere Differentialgleichungen vorgelegen hauen, 
sobald dieselben vor Einführung der Werthe §. 3 (15.) in der transforrairten 
Form aus 

Kx PO W+ -+>-:x (A) m 

hervorgehen, wenn für i irgend « — 1 auf einanderfolgcnde Zahlen gesetzt 
werden, immer wird man wie oben die vollständigen Integrale in transcen- 
denter Form finden können, indem nur die Gleichungen (7.) andere Gestalt 
annehmen. 

Kiel, April 1865. 
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Beitrage zur Theorie der Variation der einfachen 

Integrale. 

(Von Herrn R. LiptchU* zu Bodo.) 



IN ochdem Jacobi in der Theorie der Variation der einfachen eine ab- 
hängige Variable enthaltenden Integrale einen Weg geschaffen hat, auf welchem, 
sobald die Bedingung fQr das Verschwinden der ersten Variation erfüllt ist, 
die Criterien für das algebraische Vorzeichen der zweiten Variationen gefunden 
werden können *), ist das Streben verschiedener Mathematiker dahin gerichtet 
gewesen, die von Jacobi ohne Beweis aufgestellten Principien zu begründen, 
vollständig durchzuführen, und auf allgemeinere Fragen der Variationsrechnung 
auszudehnen Beweise jener Principien haben die Herren Delaunay, Heine, Min- 
ding und andere **) geliefert. Herr Spitzer richtete sein Augenmerk auf die 
definitive Gestalt, in welche die zweite Variation des betreffenden Integrals durch 
die successiven Joco&ischen Transformationen übergeht***). Die Schwierig- 
keit, welche hier noch zu lösen blieb, bestand darin, aus den bekannten Par- 
ticularlösungen einer gewissen linearen Differentialgleichung ein specielles 
System von Lösungen zu bilden, das jenem Zweck der Umformung entspricht, 
und Herr Spitzer suchte die Bedingungen, denen dies specielle System ge- 
nügen muss, auf das Sorgfältigste zu erforschen. Tiefer noch drang Herr 
Heue in die Natur dieser Bedingungen ein, und stellte dieselben zuerst all- 
gemein als eine recurrirende Folge von Gleichungen darf). Herr Clebich 
unterwarf die Variation der einfachen Integrale, in denen mehrere abhängige 
Variable vorkommen, einer Untersuchung, und erlangte die zur Entscheidung 
des Maximums oder Minimums geeignete Transformation ihrer zweiten Va- 
riation ff). Diese Transformation setzt wieder voraus, dass aus den bekannten 
Particularlösungen eines gewissen Systems von linearen Differentialgleichungen 
ein besonderes System von Lösuntren gebildet werde, dessen willkürliche Con- 

*) Bd. XVII, pag. 68 dieses Journals. 

") Bd. VI, pag. 209 de» Iwiiw/kschen Journals. Bd. LIV, pag. 68, Bd. LV, 
pag. 300 dieses Journal». 

*•*) Sitzungsberichte der Wiener Academie vom Jahre 1854, pag. 1014. 

f) Bd. LIV, pag. 227 dieses Journals, 
ff) Bd. LV, pag. 264 und pag. 330 dieses Journal». 
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• 

stanten gewissen Bedingungen genügen müssen. In dem ersten diesen Gegen- 
stand betreffenden Aufsalze werden diese Bedingungen in einer einfachen Form 
dargestellt, die aber ausser den willkürlichen Constanten noch andere Elemente 
enthält, und nicht die Lösung der Aufgabe gestattet, jene Constanten durch 
eine angemessene Zahl unabhängiger Constanten auszudrücken. Der zweite 
Aufsatz behandelt diese Aufgabe mit Hülfe des Mittels, dass die Variation des 
einfachen Integrals nach der Analogie der Untersuchungen von Hamilton und 
Jacobi über die mechanischen Probleme auf die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung reducirt wird. 

Im Laufe einer Untersuchung, die einen nnderen Gegenstand betraf, 
kam ich zu einem Problem der Variationsrechnung, dessen besondere Verbält- 
nisse mir die Vermulhang erregten, hier müsse sich jene Transformation der 
zweiten Variation unmittelbar und vollständig durchführen lassen. Ein näheres 
Eingehn aur diese Frage lehrte mich, dass dieselbe für eine umfassende Gat- 
tung von Integralen einer allgemeinen und einfachen Beantwortung fähig ist. 
Zu dieser Gattung gehören einfache Integrale, bei denen beliebig viele von 
der Integrationsvariable abhängige Grössen und beliebig hohe Differentialquo- 
tienlen derselben vorkommen; doch gelten die Einschränkungen, dass zwischen 
jenen abhängigen Grössen keine Bedingungsgleichungen gegeben sind, ferner 
dass die höchsten vorkommenden Differentialquotienten von jeder derselben alle 
von derselben Ordnung sind, und endlich dass wenn man die Function, deron 
Integral variirt werden soll, nach jenen höchsten Differentialquotienten zweimal 
partiell differentiirt und aus diesen zweiten partiellen Differentialquolienten die 
Determinante bildet, dieselbe nicht identisch verschwindet. Wie ich hoffe, 
wird die mitzutheilende Untersuchung die eingeführten Beschränkungen als 
nalurgemäss erscheinen lassen; des vollkommeneren Zusammenhangs wegen 
habe ich mir erlaubt, die Darstellung von den Grundlagen der Variationsrech- 
nung aus zu beginnen und für einige der schon bekannten Resultate neue 
Entwicklungen zu geben. 

§• 1 

Es seien u : . y,, ... y„ zu bestimmende Functionen der unabhängigen 
Veränderlichen x, und es sei f eine gegebene Function der Grössen x, y,, 

i • • • y 0 und der Differentialquotienten = y,,i , wo a die Zahlenreihe 

1, 2, ... a und b die Zahlenreihe 1, 2, . . . n, wie in dem folgenden durch- 

4* 
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gehends, durchlaufen soll, dann stellt das zwischen den festen Grenzen p und 
q genommene Integral 

(!•) \ — I f(x f y,, y 2 , ... y„, y,,,, .. . y 0il , . . . yi t ., . .. y a>m )dx 

p 

die Gattung von Integralen dar, deren Variation gegenwärtig untersucht wer- 
den wird; doch muss die Function / noch die Bedingung erfüllen, dass die 
aus den partiellen nach y 4i . genommenen zweiten Diflerentialquotienten von ( 
gebildete Determinante 

nicht identisch verschwindet *). Denkt man sich in die Function f statt y 4 
den Ausdruck y, + ««>, subslituirt, in welchem i eine kleine Grösse, «j, eine 
unbestimmte Function von x bedeutet, und nennt bei der nach Potenzen von 
* anzustellenden Entwickelung das Aggregat der in * und in r multiplicirten 
Glieder beziehungsweise i(p und *ty, so verwandelt sich das Integral V bei 
Vernachlässigung der Glieder von der Ordnung t 3 in das Aggregat 

(3.) V+ef'ipdx + yydx. 
p p 

Damit nun V ein Maximum oder Minimum werde, muss seine erste Variation 
tj\dx gleich Null werden, und seine zweite Variation Wj^'ydx ein festes 

negatives oder posilives Zeichen haben. Da durch die Aenderung von y, in 
y.+ett>, der Differenlialquoüenl in den Ausdruck -Jf + e ~£- = y.,4- «k> m 
Obergebt, so ist <p eine homogene lineare Function der (i» + l)o Grössen 

zu deren Transformation Lagrange die Gleichung 

df df , df 

I / df d df . # df \ 



•) In dem von Jacobi behandelten Fall, wo a = 1 ist, gehl diese Determinante 
d'f 

in den Ausdruck —5- — ^ Uber.. 
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aufgestellt hat. Die Grössen F 4 ,._, haben die Bedeutung 

fm \ n df d df . , <v _, df 

(5.) =^- S ^+...+(--1) »j-, gg-. 

Das Verschwinden der ersten Varialion tf 9 <pdx hat nun vermöge der Glei- 
chung (4.) zur notwendigen Folge, dass die Grössen y,, y a , ... y, das System 
von Differentialgleichungen 

<••> 

befriedigen müssen, und wir fügen die Voraussetzung hinzu, dass die Grössen 
»mi • • «V-' durch die Substitutionen x = p und * = ? gleich Null 
werdeu sollen. 

Uro der zweiten Variation 2ty V</x «»ne Gestalt zu gehen, welche 

p 

das algebraische Vorzeichen ihres Werlhes sicher zu erkennen gestattet, soll 
die Function y, welche als homogene ganze Function zweiten Grades von den 
(»+1)o Grössen «>„ «y,, . . . auftritt, als das Aggregat einer homogenen 
ganzen Function von a unabhängigen Elementen, und des nach x genommenen 
Differentialquotienten einor homogenen ganzen Function der Grössen tc t . >r t , , ... 

dargestellt werden. Zur Erreichung dieses Zweckes kann man nach 
Jacobis Vorgang ein gewisses System von linearen Differentialgleichungen ver- 
wenden, das mit dem System (6.) in innigem Zusammenhange steht. Wenn 
das System (6 ), das von der Ordnung v sein möge, vollständig integrirt ist, 

1 2 r 

und die Constanlen der Integration mit c, c, . . . c bezeichnet werden, so gilt 
für eine beliebige von diesen c die Gleichung 

,(JL) 

wo, durch die Substitution *», = , »,» = Sbt, die Punction y in y ( 

de de \ de ) 

übergegangen ist. Es bezeichne nun », ein neues System von Grössen, bei 

denen wieder ~- = % t> gesetzt wird, und es verwandle sich durch die Glei- 
chung ». = ». die Function y in dann folgt aus der DifferenliaUon des 

f 

Systems (6.) nach der Constante c mit Hinzuziehung von (7.), dass das System 
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von linearen Differentialgleichungen 

welches wie *6.) von der v"" Ordnung ist, durch die Gleichungen 

(8.) 

de 

befriedigt, und wenn k fflr y = 1, 2, . . . v beliebige Constanten sind durch 
die Gleichungen 

(9.) 

de 

Allgemein integrirl wird. 

Die Tür das Folgende wesentlichen Eigenschaften dieser Grössen *, 
lassen sich dadurch erkennen, dass man die Gleichungen (4.), in deuen die 
Grössen y,, y,, ... y. dein System [9.) entsprechend bestimmt, die Grössen 
» n «jj, ... w a aber vollkommen unbestimmt sein mögen, nach einer Con- 

stante c differentiirt. Wird die fflr ein beliebiges Grössensystem «, = v, gel- 
tende Bezeichnung 

(io.) - -35-j- ^ä^7T+ +t ; 3P=» ^£ 

eingeführt, so liefert jene Differentiation die Gleichung 

Sobald man diese Gleichung mit der Constante & multiplicirt nnd nach y von 
1 bis v summirt, so entsteht die Relation 

in welcher der Werth nach (9.) gleich -2 y tf ist. 

de 

Von dieser Relation (II'.) wird nun ein zwiefacher Gebrauch gemacht 
werden. Erstens setze man die unbestimmten Grössen ». = ». und 
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nach o von 1 bis o; dann stellt die linke Seite von (11'.) nach einer Grund- 
eigenschaft der homogenen Functionen zweiter Ordnung gerade den Werth 
2y(») dar, und die rechte Seite ist ein vollständiger Differentialquotient. Mit- 
hin kommt 

(12.) 2p(») = E^ijUM-ti*)*,* •+* m («>*m-*)' 

Zweitens werde statt der Grössen w t ein System von Grössen v t eingeführt, 
welches die Gleichungen (7°.) befriedigen soll und vermittelst eines neuen 

Systems von Constanten Z durch die Gleichung t> t — S y L dargestellt wer- 
den kann. Alsdann dürfen in (11".) die Grössen e, mit den Grössen *. ver- 
tauscht werden, und es gelten die beiden Gleichungen 

m )^*. + - + ^7'- = s(/.,.-.(.)..+-+^.W....-.)- 

Subtrahirt man die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen be- 
ziehungsweise von einander und summirt die Differenzen nach dem Buch- 
staben a, so bat die Differenz der linken Seiten nach einer Grundeigenschaft 
der homogenen ganzen Functionen zweiter Ordnung die Summe Null, und es 
entsteht die Gleichung 

(14.) o = 5^(^(i)t.-^(»)t 1 +-»+Ä 1 .W»M-»-iMWv4 

Dieselbe kann unmittelbar integrirt werden und liefert so die neue Gleichung 
(15.) -2"«U.,j^.i(«)«.-/.,.^.{e)». + --+^ 1 .(»)e.,.-i- J Jr. 1 . («)».,-i) = Const. 

8 2 

Ehe die so eben angestellten Beobachtungen für die Transformation 
der zweiten Variation des Integrals V verwerthet werden, scheint es ange- 
messen, die mit der Zahl v bezeichnete Ordnung des Systems von Differential- 
gleichungen (6.) näher ins Auge zu fassen. Diese Ordnungszahl hingt von 
den Gliedern ab, welche die höchsten Differentialquotienten der Grössen y t , 
y,, . . . y, enthalten. Da nun die linke Seite der Gleichung (6.) aus dem 
Ausdruck hervorgeht, sobald 8 = 0 gesetzt wird, so wollen wir all- 

gemein die Aggregate von Gliedern angeben, welche in F 4l ,_» die höchsten 
nimlich (2m - S)" n Differentialquotienten der y,, y,, ... y, enthalten. Es sind 
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abgesehen von dem Factor die Ausdrücke 



wahrend bei b = « 



ist. Setzt man also in (16.) b = 0 and successive a-1, 2, ... n, so hat 
man die Glieder, welche in der Gleichung (6 ) die höchsten Differentialquo- 
tienten der jf a , y„ ... jf a involviren. Jetzt gilt die Bedingung, dass die aus 

3*f 

den zweiten partiellen Differentialquotienten — 4 (wo a! wie o von 1 

bis a gchon) gebildete Determinante A nicht identisch versehwinden darf. Des- 
halb kann nie der Fall eintreten, dass bei dem System von Differentialglei- 
chungen (6.) die Factoren von irgend einem der Differentialquotienlen 

dj'-' 1 dx*' 1 ■ " " dz 1m 
in jeder der n Gleichungen gleich Null werden, und daher ist das System 
Differentialgleichungen nothwendig von der Ordnung v — 2na. 

Behufs der Transformation der Function y mögen jetzt na Systeme von 
ß 

Grössen u t gebildet werden, die für s ( gesetzt die Gleichungen (7°.) befriedigen; 

d*n 

hier soll ß - I, 2, . . . no und = •».,» sein. Durch die Gleichung 

ß ß 

(17.) ». » Z fi u,g 

stelle ich dann die Grössen u> t als lineare Functionen von na neuen Grössen 
ß 

g dar, erhalle aber für die letztern na~a Bedingungsgleichungen, indem ich 

die Forderung ausspreche, dass die nach x genommenen Differenlinlquotienten 

ß 

der w, bis zum (n-1)"' einschliesslich nur die Grössen g und keine Dif- 
ferentialquolienten derselben enthalten sollen. Dies giebt die Relationen 

ß ß * da 



dx 

ß 



(17°.) 



ß f „ ß da 



„ ß ß ß dg 
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Der Differentialquolient «>,,. nimmt dann diese Gestalt an: 

«Y. = + 

(18.) £. = -2>"..„0, 

Wenn man jetzt zunächst in die Function ip statt der Grössen it., ip #i , 

die in (17.) und (17".) gegebenen Ausdrücke, statt der Grösse . aber 
den Ausdruck aas (18.) einführt, so möge daraus der Ausdruck V hervor- 
gehn. Giebt man hier den Grössen g für einen Augenblick die Bedeutung von 
Constanten, so leuchtet es ein, dass der Ausdruck V auch dadurch aus der 
Function y entsteht, dass man statt der Grössen w. ein System von Auflösungen 
der Gleichungen (17°.) sobatiluirt, welches die Form »,=J?,ttf besitzt und die 
Gleichungen w M = ^« ti g für b = 1, 2, . . . n zur Folge hat. Unter dieser 

tritt die Gleichung (12.) in Kraft, in welcher 



ß ? ß ß 

*. » = Z fl u^g, /.,,_»(») = 2>,z.,u-*(*)g 

zu setzen ist. W r eil aber die Funclion V dieselbe Gestalt behalt, mag man sich 

die Grössen g mit x veränderlich denken oder nicht, so gilt die Gleichung 

(19.) 2^ = ^^J^^.(i)J^^+--- + ^,.(i)^ / ,;._ i ;}, 

welche aus (12.) entstanden ist, für ganz unbeschränkte Werthe der g, sobald 
man nur auf der rechten Seile die angedeutete Differentiation nach x ausführt, 
ohne die Grössen g als veränderliche zu behandeln. Man erreicht aber den- 
selben Zweck, indem man zuerst die Grössen g als Functionen von x be- 
trachtet und dann die zu dem früheren Ausdruck des Differenlialquolienten 
hinzukommenden Glieder durch Hinzufügung von Gliedern gleichen Werthes und 
ungleichen Zeichens vernichtet. So erhalt man aus (19.j die neue Gleichung 

1 ' p ß 

(20.) / 1^*.., («)#*,<. £ + +*,* M (£)^;U, g j 

\ - \*ßz..u- t {£) •■ ■ + («) £ x, £.,_, l j. 
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Die Einführung der Function Y macht es nun möglich, die Transformation der 
Function u>, wenn ich so sagen darf, in vollkommener Durchsichtigkeit aus- 
Um <r mu V tu bilden. lisst man die Werthe von m„ «y., ... 
and setzt nur an die Stelle von £, den zweigliedrigen Ans- 
druck C-r»7. = «V. Weil aber die Grössen ^ in V nur in der ersten und 
Polens vorkommen, so hat man in aller Strenge die Entwickdung 



(21.) 2v = 3*+a*.f£fc+*A^|Ui|.V, 

wo a und a von 1 bis o gebn. und es llssl sich bewirken, dass der Ausdruck 
2V / - r 2X ^~r. gleich einem vollständigen Diferentialquotienten wird. Aus 
den Gleichungen (17'.;, ;18.), 20.) und der Gleidmng - Z ßX „(u)g 
wird leicht die Relation 

1 d ß ß ß ß 

(22 ) ( ß f ß J ß ß t A x 

/ ß dZ * * > dl ' *\ 

abgeleitet. Erinnert man sich nun der Gleichung (15.), so ist klar, dass wenn 
für jede zwei aus der Reihe von 1 bis na genommene diverse Zahlenwerthe 
ß und ff und für einen einseinen Werth a*, von x die Gleichung 

ß ß> ß- ß ß P F ß 



gill, dieselbe Gleichung für ein indefinites x richtig bleibt. Wir legen jetzt 
den Grössensvstemen «. die Bedingung auf, 



. Grössensystemen «. die Bedingung auf, die Gleichung (23.) in dem an- 
gegebenen Umfange au erfüllen (wo dieselbe die Anzahl von " q( ^ <} Glei- 
chungen reprasenlirt) ; dann verschwindet auf der rechten Seile von (22.) die 
zweite und die dritte Zeile, und 2^+2-2". wird fa der That gleich 

einem vollständigen DifTerentialqootienten. Hiermit geht die Gleichung (21.)' 
in die folgende Gestalt über, welche die gewünschte Transformation der Function 

* darSle,U: d ß ß fi ß $0ß» 

2y = te2.{XßX^i(*)9Xß«*g+~+2ßX*,.(*)9Zß«...-i9} 
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Denn man erkennt sofort, dass 

<5£c>Sf ~ cho t .dw.;. ~ <?¥«,. <3y,> 

ist. 

ß 

Uro die Grössen g durch die ursprünglichen Elemente des Variations- 
problems auszudrucken, hat man sich des Systems von linearen Gleichungen 

ß ß 

\ ß ß 

(25.) 



su bedienen, und zur Darstellung von »?, der Gleichung 

(26.) ij. = w^-sXJg 

Da also die Grössen g lineare Functionen der Grössen w., w M , 
werden, so siebt man leicht, dass bei der Einführung des Werthes von V aas 
(24.) in die zweite Variation 2e t f 1 y'dx der ohne Integralzeichen darstellbare 

Theü des Ausdrucks verschwindet, weil nach der oben erwähnten allgemeinen 
Voraussetzung die Grössen «%, . . . «>,,_, für x = p und für x = q den 
Werth Null erhalten. Mithin kommt die Gleichung 

(24-.) %f\4* -f'^-zJ^fUK**. 

%■ 3. 

Die so ehen abgeleitete Transformation beruht auf der stillschweigenden 
Voraussetzung, dass Systeme von Grössen m. aufgefunden werden können, 



welche für einen besondern Werth x» von x die vorgeschriebene Bedingung 

(23.) Xtix^fatk-Xu^&nt+^+XvfoK^-XvW*^) - 0 

erfüllen, und bei denen die zur Auflösung des Systems (25.) gehörige De- 

ß 

terminante aus den Grössen nicht verschwindet. Denn nur, wenn diese 

Determinante nicht gleich Null ist, werden die Grössen g bestimmte lineare 

5* 
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(27.) 



Functionen der Grossen ».,... «>,,„_,. Gegenwärtig werden wir uns mit 
der Aufgabe beschäftigen, die allgemeinsten Systeme ton Grössen «, zu et- 

mittein die den anaenehpnen Fnrtlrrttnaen flenunr leisten 

Um zunächst den besondera Werth x„ von x vortheilhaft auszuwählen, 
erinnern wir an die durchgehend* geltende Voraussetzung, dass die aua den 

Grössen -q^q ~- gebildete Determinante J nicht identisch verschwinden 

darf. Weil diese Grosse nur die «"•, das System von Differentialgleichun- 
gen (6.) aber die 2»"" Differenlialquotienlen der Grössen y„ y„ ... y. als 
die höchsten enthalt, so kann auch die vollständige Integration des Systems (6.) 
niemals allgemein die Gleichung J = 0 zur Folge haben. Man darf daher 
immer zwischen den Grenzen des Integrals I den Werth x„ so annehmen, 
dass für denselben der Werth J(0) von J nicht gleich Null ist. Bezeichnet man 
nun die Werlhe der Grössen y M y : . ... g 0 und ihrer sämmtlichen üiflTerential- 
quotienten bis zum (2»— 1)"" einschliesslich für x = x» beziehungsweise durch 

|f.(0), |fc(0), ...y„(0); ... ?,,_,(<) », y,._,(0), ... y.^O); 
>i,.(ÜJ, yi,.{0), ••• y.,-(0); . . . ¥,,*_,(<>), if a , 2 ,_,(0}, ... •"„,,_,(()), 
so bilden diese 2»a Grössen offenbar ein vollständiges oder unabhängiges 
System von Integralionsconstanten der Gleichungen (6.). 

Aus diesem System Iflsst sich dann ein zweites unabhängiges System 

von Integralionsconstanten herleilen, das zur Bildung der gesuchten Grössen u t 
vorzugsweise geeignet ist. Es mögen die durch die Gleichung (5.) definirten 
Ausdrucke wenn man in denselben statt der Grössen y,, y,, . . . y a 

und ihrer Differentialquotienten, die bis zur (2n— 1)"' Ordnung sich erheben, 
die für 2 = 21, eintretenden Werthe (27.) setzt, in die Ausdrücke F, . .,,(0) 
übergehn; so haben wir ein solches System in der Reibe von Grössen 

fi(0), y,(Ü), ...y.(0); ...1^(0)^(0), ...|^(0); 
F,„(0), f' a ,.(0), ... f.,.(0); . . . FU-,(0), F Ifl ._,(0), ... F m , M (0). 

Um zu beweisen, dass diese Grössen in der That ein System von unabhän- 
gigen Integralionsconstanten der Gleichungen (6.) darstellen, ist es nothwendig 
und ausreichend zu zeigen, dass, wenn man die Grössen (28.) als Functionen 
der Grössen (27.) betrachtet, die Funclionaldelerminante der erstem in Bezug 
auf die letztem genommen nicht verschwinden kann. Es lehrt aber eine ein- 
fache Ueberlegung, dass, da die «rate Zeile in (28.) mit der ersten Zeile in 
(27.) identisch ist. und da die zweite ZeUe in (28.) aus n Gruppen besteht, 



(28.) 
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in denen die höchsten vorkommenden Direrentialquotienten der y,, y„ . . . y a 
von der ... {tm—tf* Ordnung sind, bei der Bildung dieser 
nur die Ausdrücke von wesentlicher Bedeutung sind, 
welche in F^^^ die (2«— &)'*" Differentialquolienten der y,, y,, ... y„ ent- 
halten. Aus der gleichartigen Gestalt dieser Ausdrücke, welche in (16.) nnd 
(16*.) dargestellt ist, ergiebt sich für die betreffende Fnnclionaldeterminante 
der Werth (./:0 \\ Weil nun der Werth J 0 bei uns immer von Null 
verschieden ist, so gilt von dem Werth der Functionaldeterminante das gleiche, 
nnd gerade das sollte gezeigt werden. 

Von nun ab wird angenommen werden, dass die Constanten (27.) durch 
die Constanten (28.) ausgedrückt sind, nnd dass also bei der Integralion des 
Systems (6.) die Grössen y„ . . . y. durch x und durch das System von Con- 

slanten (28.) dargestellt sind; um dieselben durch das Zeichen e allgemein 
zu bezeichnen, denke man sich 

(28-.) y.^,(Ü)= c . F.,^(0)= c 

gesetzt. Dann wird für den Werth x = x,, die Grösse jr«.»—» = e und 

die Grösse = c werden. Behufs der Bildung des allgemeinen In- 

tegrals der Gleichungen (7 a .) sei jetzt 



(29.) = %-=.tf M 

Oe öc 

nnd es gehe die Function ^ch Einfahrung dieser Grössen in 

Diese Grössen {J. besitzen, wie man leicht einsieht, die folgenden Grund- 
eigen schuften. Erstens wird die Grösse sobald x-x„ gesetzt wird, 
für a = 1, 2, ... a; b = 1, 2 . . . n; y ~ I. 2, . . . 2wa, den einzigen Werth 
y = a+(b-l)o ausgenommen, gleich Null, für y = a + (6-l)o aber gleich 
der Einheit. Zweitens wird wegen der Gleichung 

die Grösse X;i—*$)i sobald x=x,, gesetzt wird, für «=1, 2,...o; b=l, 2,. ..»; 
y = 1, 2, . . . 2nn, den einzigen Werth y = a-f (2»-b)o ausgenommen, gleich 
Null, für y = a+(2n-fc)a aber gleich der Einheit. 
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Es bedeute nun A* ein System von 2«V Constanten, so bat man für 
die Grössen u, die ganr allgemeine Darstellung 

(30.) 4-^SF&, 

insofern dieselben die Gleichungen (7".) befriedigen müssen; und in Folge 

von (30.) 

Setzt man hier z = 0%, so gehn nach den Grundeigenschaften der Grössen I , 

die Ausdrücke recbls in einzelne Constanten über, und es kommt 

ß /»,•+(»—»»« a /j.«+n«-»)» 

(32.) A , - K 

Zu Anfang dieses Paragraphen ist darauf aufmerksam gemacht worden, dass 
die aus den Grössen «..>_, au bildende Determinante nicht gleich Null werden 

darf. Da afnr für m = dt'ete Grössen sich in die Constanten K eer~ 
teandein, so müssen diese notwendig so beschaffen sein, dass die aus ihnen 
an bildende Determinante nicht verschwindet. Hierauf gestallt kann man die 

I < I-'»- »IL £,» + (»-OC 

Grössen K wie folgt durch die Grössen K ausdrücken 

l,i+r*»-n« ß.\ i,i i.m i,m 
A = A A+-+A' 1 , 

(33.) ) * —Kl-\ r * * > 

K = K *+• • A A 

und henitat die völlige Sicherheit, dass die neuen Grössen l stets eindeutig 
benimmt sind. . 

Vermöge der Gleichungen (32.) geht die aur Einschränkung der «, 
a»f«ei*twllte Gleichung (23.), die sich auf den Werth x = a*, bezieht, in die 
folgende Ober, welche lediglich die Constanten A enthalt: 

(114) Ii A- K K+ •• •+ K A — A A ) = 0. 

Wrwti man hier die Constanten ^'1^ durch ihre Ausdrücke (33.) mW, 
««i tul«|l »Mi dem Umstände, dasa die Determinante aus den Grössen K 
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nicht verschwinden darf, mit Notwendigkeit, dass zwischen den Grössen A 
die Bedingungsgieichung 

(35.) X - l 
gehen welche — Gleichungen reprisentirt. 

Aus diesen Betrachtungen geht «n aÜer Strenge das Resultat hervor, 

ß 

das» man den für die Grössen u, aufgestellten Forderungen in der allgemeinsten 
Weise genügt, indem man erstens für die ff ein gant beliebiges System 

zweiten* ein Sus n von Grösson T bildet, das nur an die Beschränkung (35.) 

«.« 

gebunden ist, vermittelst dieser Grössen A die Constanten ff durch die 

Gleichungen (33.) ausdrückt, und diese Werthe der ff in die Gleichung (30.) 
einführt. So entsteht der Ausdruck 

(36.)«.=^ ff £/. ff * U. 

wo a' und a" von 1 bis o f 6' und b" con 1 W» .. $e«i». 



Nachdem im Vorigen eine vollständige Bestimmung der Grössen u t ge- 
geben ist, bleibt es übrig, die gefundenen Ausdrücke in die Gleichungen (25.), 
(26.) und (24". ) einzuführen. Um den Ausdruck (36.) bandgerechter zu 
machen, werde für fi = 1, 2, . . . no 

und. wo es erforderlich sein sojhe, wieder = gesetzt; dann kommt 

(38.) «. = Z 1 ..,. ff F. 

Die Substitution dieser Werthe in (25.) legt es nahe, die / durch neue Grössen 

(39.) h = Z ß ffg 
zu ersetzen. Aus (25.) und (26.) wird dann 
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(40.) {•■.' = 

ml 

(41.) % = w„ m -2^\X 

Die Darstellung der Grössen h aas dem Syslem vun Gleichungen (40.) er- 
fordert die Bildung der Determinante aus den Grössen f^»_„ welche R heissen 
möge. Aus der Gleichung (39.) erkennt man aber sofort, dass die Deler- 

minante aus den Grössen «,.»_, gleich dem Product von R in die Determinante 

aus den Grössen n ist, welche nicht gleich Null sein darf. Es fällt also die 
zu Anfang des § 3 ausgesprochene Forderung, dass die Determinante aus den 

Grössen *,,»_, nicht Null werde, mit der Forderung zusammen, dass R nicht 
verschwinden darf. Aus der Gleichung (37.) und den Grundeigenschaften der 

u t folgt unmittelbar, dass R für * = sobald man die sammtlichen Constanten 

T=0 setzt, den Werth der Einheit annimmt. Es handelt sich also daran, 

wenn den i beliebige YVerthe ertheill werden, die Integration von V= f fdx 

p 

von x„ an nur bis in solchen Grenzwerlhen p und q zu fahren, dass innerhalb 
des Bereichs der Integration an keiner Stelle Ii 0 wird. Unter dieser Vor- 
aussetzung erhalt man die Werthe 

(42.) 6r '" 1 

In — in _ 5" V V 

II4 ~ ■Ä/*' '*,» , 

& * «•,»•- 1 

welche in den transformirten Ausdruck der zweiten Variation von I 

Cur.) vf\4* = ef , x t x r - s J!$ ;; - %nr i. 

einzusetzen sind. Die Grössen f., aus denen die »„ gebildet werden, können 
vermöge der Relationen i 28 a .) und (29.) auch in folgender Weise 1 
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werden 

Im Anfange der Untersuchung ist die Forderung ausgesprochen worden, 
dass die Function uv als das Aggregat eines vollständigen Differentialquotienten 
und einer homogenen ganzen Function von nur a unabhängigen Elementen 
dargestellt werde, und diese Forderung ist durch die Gleichung (24.) erfüllt 
worden. Denn weil die Determinante J nicht identisch verschwinden darf. 

so lässt sich die homogene ganze Function Z t 2 t ,-r. ^ der Grössen 

uy:*oyt'.* 

Im fej • • • »« m em Aggregat von den Quadraten von o unabhängigen li- 
nearen Functionen der Grössen ... verwandeln. Ans diesem 
Grunde besteht die nolhwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der 
Ausdruck (24°.) der »weiten Variation des Integrals V ein festes Vorzeichen 

habe, darin, dass die Function 1 ein festes algebraisches 

Vorzeichen habe. Wenn diese Function für die Werthe von x = p bis x = q 
(d. i. für eine endliche Ausdehnung des Gebietes von x) gleich dem Aggregat 
von den Quadraten von weniger als a unabhängigen linearen Functionen der 
Grössen £„ ... j?„ werden könnte, so Hesse sich durch eine passende 
Verfügung über die a Grössen «„ ir„ ... ip„, selbst in dem Falle, dass die 

Function S t ^ t ,-^-l — ±J, ihr Zeichen niemals wechselt, ein Verschwinden 
°y*,» °y*',» 

derselben bewirken. Hiemit würde die zweite Variation von V 
und demnach kein Criterium des Maximums oder Minimums liefern 

Bonn, den 9. December 1864. 
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Ueber die dritte Gattung der Abelachen Integrale 

erster Ordnung. 

(Von Herrn G. Roch in Halle.) 



. V Integrale dritter Gattung bezeichnen wir Integrale algebraischer 
Functionen, welche für gewisse Werthe der Variabcln, oder, in Riemtmmachev 
Ausdrucksweise, in bestimmten Punkten der Flache T logarithmisch unendlich 
sind. Diese Flflche stellt die Verzweigungsart der betrachteten algebraischen 
Functionen dar, und wir wollen jetzt specieil die Integrale untersuchen, für 
welche diese Fläche T fünffach zusammenhangend, oder p = 2 ist. Die Be- 
zeichnungsweise, welche Riemcmn in seiner Abhandlung über Abelschv Fun- 
ctionen (Bd. 54 dieses Journals) eingeführt, soll hier auch festgehalten und 
diese Abhandlung selbst soll, der Kürze wegen, einfach als „Abhandlung" 
citirt werden. 

Für die folgenden Entwickinngen sind einige Sfltze über endlich blei- 
bende Integrale und Functionen nöthig, welche hier, da sie in der Ab- 
handlung bewiesen sind, nur kurz aufgeführt zu werden brauchen. 

Es existiren für p = 2 zwei linear von einander unabhängige endlich 
bleibende Integrale, welche in der Form enthalten sind: 

/(aa - bjdi 

oder durch rationale Transformationen immer in diese Form gebracht werden 
können. Dieselbe ist schon durch die Arbeit Rotenheims als canonische Form 
eingeführt, und soll auch hier beibehalten werden. Das Radical bezeichnen 
wir kürzer: 

,'(z.l-*.l--A ? *.l-f*.l-f>f*) = |f(f,M,»). 
Don Zahler im Integrale bezeichnen wir durch 

Alle Functionen tp können linear durch zwei ausgedrückt werden 
und daher sind alle Integrale t* linear durch zwei ausdrückbar. 
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Die Fläche T besteht, wegen der Zweideutigkeit der Quadratwurzel, 
aus zwei Blättern, welche in sechs Verzweigungspunkten zusammenhängen 

(s = 0, 1, ^y, <»)• Jeder Punkt ist daher in der Fläche T eindeu- 

tig bestimmt durch Angabe des z und des Vorzeichens der algebraischen 
Function i = k, /, m); daher kann ein solcher Punkt durch {$, s) bezeichnet 
werdeB. 

Ueber die Lage der Querschnitte braucht hier nichts angeführt zu wer- 
den: eine der vielen möglichen Anordnungen lernt man aus der Abhandlung 
von Prym: theoria nova funet. ultraellipticarum, Druck bei Schade, Berlin, 
kennen. Wir bezeichnen die 4 Querschnitte mit (a,\ V., 1 , (6,), (6,). Jedes 
endlich bleibende Integral u kann man bis auf eine additive Constante be- 
stimmen, indem man die Periodicilatsmoduln an zweien dieser Querschnitte, 
z. B. (aO, (o,) angiebt. Es werden nun zwei Integrale w,, u, bestimmt, so dass 

an (a,) den Modul ni, an (o,) den Modul Null bat; und dass 

an (o,) den Modul 0, an \a t ) den Modul ni hat. Dann sind die Periodicitäls- 
raoduln an den Querschnitten (6) bestimmt, nämlich o, ,, « L , für >/, und a, |( , 
o ; , für ii . Hierbei ist 01,2 = 02,1 (s. Abhandlung $-20). Diese Gleichung 
o, , = o, j entspricht ganz der von Rosenhain (sur les fonetions ultraellipt. de 
deux var. et a quatre per., pg. 435): 

ft /" ' xdx /"' dx /"> dx /*' xdx 

— X II — ■ •) M 

1 1 1 1 

Z 77 xdx /"" de dx xdx 

/ y'Cx.M,,,)/ fCMA*)' 7 *^ VMK^J YMKmT 

TT- TT TT TT 

Diese Integrale u, , « ; werden nun als Argumente der ."/-Function benutzt: 

• • ro*a, ,-i-2wna, ) j-F »' 02,2 -f 2m«, -}- 2fw, 
#(«,, «,) = 2.m£*e , 

— x — x 

«u- •iji °i ; die vorhin erwähnten Periodicilälsmoduln. 

Eine solche V- Function ist, da •»,, th eine gemeinsame obere Grenze 
haben, Function dieser Grenze, und als solche in zwei Punkten der Fläche T 

6* 
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Rock. Abclsche Inlcarale driller Galluna. 



gleich Null (Abhandlung §. 22). Die Lage dieser Punkte hingt vun den in 
«,, u, noch willkürlichen additiven Constanten ab: es seien oi, ai die Werthe 
von «,, », in einem Punkte («,»,), o',', «V die Werthe in («,*,)• In der Folge 
wollen wir jeden solchen Punkt kurz als Punkt a, oder a" bezeichnen; der 
Punkt (», a) ist hiernach soviel wie der Punkt v. Die Function 

wird dann, hei geeigneter Wahl der Anfangswerthe der Integrale w,, u } in 
den beiden Punkten a. c" verschwinden. 

Hieraus folgt, das* bei dicker Bestimmung: 

-o;;=#(-«m-«;) = o. 

Die Function ist gerade, d. h. sie erlangt denselben WerÜ», wenn gleich- 
zeitig beide Argumente ins Entgegengesetzte verwandelt werden; also ist auch 

«;) = #(*;>;■) = (>, 

oder, da die Punkte a', a" beliebige sind, so ist 

sobald die Argumente //,. «, eine gemeinsame obere Grenze haben. Die letzte 
Gleichung ist also als Auflösung der Differentialgleichungen 

anzusehen. 

Jede Function y = aa + & wird in zwei übereinanderliegenden Punkten 
der Flache T gleich Null; bei der vorhin genaunlen Bestimmung der An- 
fangswerthe haben die additiven Conslanten in den Integralen w M «, solche 
Werthe, dass 

(o; +«;,«;+«;') == (0,0), 

wenn a', a" solche über einander liegende, d. h. zu demselben Werthe vun 
3 gehörige Punkte sind (s. §. 23). Ferner haben dann die Integrale in den 
6 Verzweigungspunkten Werthe 

(«„«,) = (4 («i m-i- -HjOi.j), i(h™-+ti<h,i + hth,i)), 
wo t, t' Null oder 1 und 

+ = 1 (mod. 2) 
(s. Prym, theoria nova etc. p. 36, oder meinen Aufsatz über Doppeltangenlen 
an Curveu vierter Ordnung). Der Kürze wegen soll die 9- Function 

9 0, - a t - «| , oj ) , 
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da hier nie von elliptischen Functionen (solchen mit einem Argumente) die 
Rede ist. mit 

,9 („_«'_«") 

bezeichnet werden. Die Function & (« + «'+«") ist dann Null in den beiden 
Punkten — «', -«", oder, nach dem Früheren, in den Punkten, welche mit 
er', o" respective dasselbe a gemeinschaftlich haben. 

Dies sind neben den bekannten Eigenschaften der /-Function (Ab- 
handlung §. 17) die Sfltte, die wir in den folgenden Entwicklungen nöthig 
haben werden. 

Untersuchen wir nun den Quotienten 

Derselbe ist, als Function des Punktes u betrachtet, nur Null in « und un- 
endlich in ß; lg@ ist daher in beiden Punkten logarithmisch unendlich. Zu 
beiden Seilen der Querschnitte («,), (a,) haben die Functionen gleiche 
Werlhe; dagegen ist am Querschnitte (6,): 

#(«+*'-«) = 9{u + H'-a).e- 2 ^ e .)-«M 

+ 

u'-ß) =-. ö(«^-«'-/^).e- 2 ^'+ M •-' ? ' ) - 0l •^ 

+ 

wenn wir durch die unter # angebrachten Zeichen ->- , — die Werthe der 9 
auf positiver oder negativer Seite des Querschnittes unterscheiden. Am Quer- 
schnitte (b t ) finden die Beziehungen statt 

/>(«+«'-«) - .'>(«+»/*-«). e - 2 c«.+«;-«.)-*,» t 

4 - 

Daher hat logp, wenn wir von ganzen Vielfachen von 2M absehen, an den 
Querschnitten (o,), (cr a ), (6,), (*,) respective die Periodicitatsmoduln: 

0, 0, +2(a,-fl), +a(«,-Ä). 

Dieselben sind von der Lage des Punktes «' unabhängig; ist Q x der Werth 
von Q für eine andere Lage, etwa «", dieses Punktes, so hat daher \%Q — \%Q t 
an allen vier Querschnitten die Periodicitfilsmoduln Null; ferner ibt diese Dif- 
ferenz, oder Ig^n, als Function von « betrachtet, überall endlich, da Q und 
Q, nur gleichzeitig, und dann von derselben Ordnung, Null oder unendlich 
werden, mithin ist )gp-lg0, von u ganz unabhängig ; \%Q inuss. da es von 
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u gerade so abhängt wie von u, die Summe zweier symmetrisch gebauten 
Ausdrücke sein, deren einer nur von i», der andere nur von ti' abhängt; sei 
»t der in «' staufindende Werth von », so ist \%Q die Summe zweier In- 
tegrale dritter Gattung, mit den oberen Grenzen * und s, . welche wie 
*, /, m) verzweigt sind und es muss eine Gleichung geben von der Form : 



Coosl. 



Wir bestimmen nun zu nacht die rationale Function /(*). Der Ausdruck: 

d s( M+ „'- cQ ft») 
d, l *&(u + H<-ß) ~ /<>,*,/,"») 

ist von s, unabhängig. Wir wählen, um ihn zu bestimmen, z, so. dass 

(«,+•»;, = (o,o). 

Dann sind Zähler und Nenner von Q gleich Null und es muss: 

d *(„ + »'-«) 

, ^ d&( u + u'- a) . . d&(u+u'-ß) 
#(« + «'-/?) ^— ^ i -^(u + tr'-o) ^-1- ^ 

= #(u-f — a}&(uAru' — ß) 

nach der Regel behandelt werden, wie der Werth von Brüchen von der Form 

■g- bestimmt wird. Wird Zähler und Nenner zweimal nach z differenliirt, da 

nach einmaliger Differentiation noch beide Noll sind, so entsteht: 

tr&tu + m' — et) tr&tu + tf-ß) 

/■SM —] + — , dz' . d»' 

W dttW^+J-J) - * d&(u+V-a) * d&(u + n'-ß) ' 

d* dt 

ist rechts = = 0 zu setzen, 



gesetzt wird. Ferner 

Sri 1 

(4.) = (*;:,(-«)<pU»)+2a;;,(-«^ 
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Dies liefert den Werth für /"(*}, welcher in (1.) einzuführen Ist Hier be- 
zeichnen #,;,(i>), etc. die Werthe ^jfo' ^ , etc. Bemerkenswerlh wird 
diese Forme], wenn der Punkt ß mit dem Punkte a ein gemeinsames « hat, also 

(*•+/*,, <* s -rÄ) h= (0,0) 
ist. Hierfür soll auch allein die fertige Formel hingeschrieben werden, zumal 
bei den analogen Entwicklungen für mehr als vierfach periodische Functionen 
der dieser Annahme entsprechende Fall zugleich der allgemeinste ist. 

Wir betrachten dann den Quotienten Q = %£±?'-Z±±, und schreiben: 

Berücksichtigen wir, dass 

^.(-«) = *;;,(«), *;;,<-«) = ^(«), = 

•o entsteht ans (2.), (3.), (4.): 

(6.) t{* a) = ^'.'Wy?(») + ^u(q) 2y,Wy + , 

*.(•)*(•) + 

In der That ist der Nenner von f(*,o) Null für » = a; denn da #(a) = 0, 
so ist auch d& J^ oder 

= 0. 

Wir kommen nun zur Bestimmung der additiven Constanten in (5.). 

Hierzu machen wir von folgender Eigenschaft der Function Ge- 
hrauch, die sofort aus ihren bekannten Eigenschaften (Abhandlung $. 17) her- 
vorgeht; sind nämlich m,, m-, ganze Zahlen, so ist: 

— 2 (m,©,-!- »,»,) — (»; a,,i + 2»M»a, )J + n , ai , 
— ■ P(e,,t>,). 

Sind £ und £, zwei Verzweigungswertbe von /(«,*,/,«•), und werden », *, 

gleich £ und £, gemacht, so ist: 

(7.) l* 1 ** = iWai+^fly+^Sy) , 

s»i, 0h t *n ganzen Zahlen. Daher ist für diese Werthe von • und »,: 

+ — '^(« +« + •»') 
= c 3 ("1 C«J -»»-OH- », («,-«,- «',)) + *;<»,,, 4- 2», «,0,,, + n*«xi 
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oder mit Benutzung Her Werlhe Tür u + ti': 

Die vollständige Formel (5.) lautet daher: 

fQ) \ lS 9(u + u' + a) 

hierbei müssen £ und f, zwei von einander verschiedene Verzweignngspunkle 
sein. Sobald nämlich ist für f = £, ■,= f; 

(«, + «;,«, + «,) s (0.0); 

haben jetzt im Verzweigungspunkte £ «, und die Werthe: 

(9.) |««i+«i«i t i+4fl^)i K4*»*+«io^ l +*,<b r ,), 

so sind ^(»+ •'-«}» *(«+•'+«) = 0; der Quotient beider Grössen muss 
nach der Regel behandelt werden für Brüche von der Form und hat 
jetzt den Werth 

4*. «, + 41,«, 

Wird lg(— 1) = 7« gesetzt, so lautet jetzt die vollständige Formel (5.): 

Aus den Formeln (8.) und (10.) kann man die Werthe der ganzen Integrale 
dritter Gattung entnehmen: als ganze Integrale sollen die von einem Verzwei- 
jjungspunkle £ bis zu einem andern erstreckten Integrale bezeichnet werden. 

Aus (10.) folgt, wenn s •= z l — »; gesetzt wird, und »; eine» von £ 
verschiedenen Verzweigungswerlh bezeichnet, in welchem «,, u t die Werthe 
haben: 

(11-) 4(tfi Ä *-Hi*i,i+>h*i,i)i H'k Jli +'?i«»,i + '7j«v)i 
In der Nahe von * = a ist 

/ •/•(». a)rfs _ / • Ja 

Unser Integral kann daher um ganze Vielfache von 2it verschiedene Werlhe 
erlangen: dasselbe gilt für j^ r^jj» und es können daher auf der rech- 
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ten Seite von (12.) auch solche Vielfache addirt werden. Durch Division mit 
2 würde dann unser ganzes Integral in (12.) möglicher Weise um ni andere 
Werthe erlangen, und dies darf, wenn das Vorzeichen von ^(*, k, l, m) fixirt 
ist, nicht stattfinden. Die genauere Bestimmung wäre durch die Formel (8.) 
möglich, indess werden wir spftter auf anderem Wege kürzer hierzu gelangen. 

Ist s = a selbst der Verzweigungswerth £, so haben « t , o, die Werthe 
(9.) und es ist: 

l i *(»+»'- «O 

*#(« + *'+«) 

( 13 -) = 2 tl (« 1 +«;-a 1 )+2*,(« 1 + «;-a l )+e I ( ei a M +e l a I ,,)+« l (« I a,, I +« I fl 1> 0 

(= m + 2 f ,( Ml + «;)+2 <1 (« l + «;), 
von ganzen Vielfachen von 2t»' abgesehen. Daher ist jetzt 

(14.) A».«) - *«v.(«) + 3**M. 

Wir haben bis jetzt den Ausdruck 

1 *(„+,"-«) = . *P-"—0 

als Function von t und a, betrachtet. Derselbe hat, als Function von a an- 
gesehen, ganz Ähnliche Eigenschaften. Er ist dann ein Integral dritter Gattung, 
aber nach a integrirt, welches in den vier Punkten logarithmisch unendlich 
wird, die zu a~z, a = », in der Fläche 7 gehören. Dies Integral hat an 
den Querschnitten (a,), (a,) die Feriodicitfitsmoduln Null (oder ganze Vielfache 
von 2m), an (6,), (6,) die Periodicitatsmoduln: 

4 («,+«;), 4(^+1»;). 

Das Integral kann daher als eine Summe zweier Integrale angesehen werden, 
von denen das erste nur in o = » logarilh misch unendlich wird, und an den 
vier Querschnitten (a,), (a,), (6,), (6,) respeclive die Periodicitatsmoduln hat: 

0, 0, 4«,, 4«,. 

Das zweite Integral muss dann in o = », logarithmisch unendlich werden, und 
die Periodicitatsmoduln 

o, 0, 4«i, 4«; 

haben. Jedes dieser Integrale hat also genau die Eigenschaften, wie die vorhin 
entwickelten Integrale, nur a und t, oder respeclive a und s l mit einander 
vertauscht. Setzen wir (nach (6.)): 

r U -\ <> PO?! («) + 2t»u(n) y, (a) y, (a) + 00 <f\ fr) 

Bd. LXV. Heft 1. 7 
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so muss sein: 

Der Werth der Constanten bestimmt sich einfach, wenn wir als Anfang der 
Integration den Verzweigungswerth £ nehmen, in welchem «i , er, die Werthe 
(9.) haben. Dann ist der Werth der linken Seite nach (13.) gleich 

die vollständige Formel ist folglich: 

,g #(u + «" + «) 

Die Vergleichung dieser Formel mit (8.) oder (10.) giebt die Vertauschung 
von Parameter und Argument für Integrale dritter Galtung. Man kann aber, 
und dies ist bemerkenswerth , die Gleichheit von nur zwei Integralen her- 
stellen, statt der Gleichheil von Summen zweier Integrale. Legen wir in (10.) 
den Punkt s, nach £, so wird nach (14.): 

fi<*>*i) = 2e,y 1 (o)+2e J y 1 (fl) 

und wir erhalten: 

Rechts fallen die Werthe von «; heraus, da a, gleich £ ist, und es entsteht: 

Diese Formel liefert jetzt auch die genauen Werthe der ganzen Integrale. 
Legen wir nämlich s nach dem Verzweigungspunkte ij, in welchem «,, u, 
die Werthe (11.) besitzen, so isl, analog (14.): 

f{a, •) wm 217,^(0)4-217,9,(0) 

und die AusfQhning der Formel (17.) ergiebt: 

Wie schon erwflhnt, ist: 

Mi + «j«i = w'i+rh'h = Ii (mod. 2); 
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die Integrale können nun immer um beliebige ganze Vielfache von 2m ge- 
ändert werden; addiren wir, was daher erlaubt ist, auf der rechten Seite von 
(18.) den Werth 

so geht (18.) Ober in: 

^9.) V(.*,k,l,m) 

= 8(ih-fO«,+2(^-^^+((« l +flO(<+Vi)+(»i+iaOW+nÖ)"<- 

Der Factor von m ist congruent 1 oder 0 nach dem Modul 2, je nachdem 

eine gerade oder eine ungerade Charakteristik haf, mit Charakteristik nach 
Hitmann den Comp! ex bezeichnet: 

Aus diesen jetzt entwickelten Formeln kann man die Darstellung der Integrale 
zweiter Gattung entnehmen. Hiermit, sowie mit den Ausdrücken der Inte- 
grale dritter Gattung der allgemeinsten algebraischen Functionen will ich mich 
ein anderes Mal beschäftigen. 

Halle, 1865. 
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Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten. 

(Von Herrn Ä. Hennig su Gnesen.) 



Kollt auf einer ebenen Curve als Basis eine andere ohne zu gleiten, 
so beschreibt jeder mit der letzteren fest verbundene Punkt eine gewisse Bahn, 
Roulette genannt 

Betrachtet man beido Curven als Grenzen von geradlinigen Polygonen, 
so ist die Roulette Grenze eines Polygons von lauter Kreisbogen, woraus 
folgt, — da der Kreisbogen und die Roulette in dem entsprechenden Punkte 
dieselbe Tangente haben — , dass die Normale einer Roulette in einem be- 
stimmten Punkte derselben stets durch den augenblicklichen Berührungspunkt 
der Grund- und Rollcurve hindurchgeht. 

Ist dieser zugehörende Berflhrungspunkt, wie hier vorausgesetzt wird, 
für jeden Punkt der Roulette bekannt, so ist durch ihn die Normale und also 
auch die Tangente ffir jeden Punkt der Roulette bestimmt. 

Im Folgenden soll zunächst die Bestimmung und einfache geometrische 
Coustruction des Krümmungsmiltelpunkles — als des Schnittpunktes zweier 
unendlich nahen Normalen — für einen beliebigen Punkt einer Roulette her- 
geleitet werden, wenn ausser dem zugehörenden Berührungspunkte noch die 
Krümmungskreise der Grund- und Rollcurve in demselben gegeben sind. 

Die Anwendung dieser Conslruction auf die einfachen Kreisrouletten 
wird zu Folgerungen führen, deren Verallgemeinerung den weiteren Inhalt 
dieser Notiz ausmacht. 

L Corutraction des Krttmmungakreisea bei Rouletten. 

A. Es werde zunächst der Fall betrachtet, in welchem die Grund- 
und die Rollcurve Kreise mit den Radien R und r sind, und der die Roulette 
als Bahn beschreibende Punkt P auf dem Umfange des rollenden Kreises liegt, 
also der Fall der gewöhnlichen Kreisrouletten (Epi- und Hypocycloide). 

Alle Punkte des rollenden Kreises beschreiben congruente Rouletten, 
jedoch in anderer Lage; insbesondere beschreibt der dem Punkte P diametral 
gegenüberliegende Punkt des rollenden Kreises Q, der Gegenpunkt von P, 
eine Roulette, welche in Bezug auf die Roulette des Punktes P deren Gegen- 
roulette heisst. 
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Fig. L 



Ist G der augenblickliche Berührungspunkt, so ist der Winkel PGQ 
immer ein Rechter, also die Tangente der Roulette in P parallel der Normale 
der Gegenroulette in Q und umgekehrt. Die Tangenten beider Curven in 
P und Q schneiden sich auf dem Rollkreise in T, dem Gegenpunkte von G. 

Dann hat man den Salz: (Fig. 1.) 

Die Verbindungslinie des Mittelpunktes M des Grundkreises mit dem 
Gegenpunkt Q von P schneidet die Normale PG im Kritmmungsmittelpunkle K 
für den Punkt P der Roulette. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass 
K der Durchschnittspunkt zweier un- 
endlich nahen Normalen der Roulette im 
Punkte P ist. — P 1 sei ein Punkt der 
Roulette in der Nahe von P, Q' seiu 
Gegenpunkt, C der zugehörende augen- 
blickliche Berührungspunkt, 7" der Ge- 
genpunkt von G*. Man ziehe die Nor- 
male FC, welche die erste Normale in 
K" schneidet und selbst von MQ' in K 
geschnitten wird; ferner ziehe man KK\ 
QQ' und die Tangenten TO und T'Q', 
welche sich in Q" schneiden. Die bei- 
den Dreiecke QQ"Q' und KK"K' sind einander ähnlich, weil ihre Seiten be- 
ziehlich parallel sind. Es ist nämlich PGKK" parallel TQQ", FCK'K' 
paraUel T'Q'Q' und, well MK : MQ = MG : MT = R : R±2r = MG* : MT' = 
MK' : MQ', auch KK* parallel QQ'. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke QQ"Q' 
und KK"K' und ihrem constanten Verhältnisse folgt, dass sie gleichzeitig 
unendlich klein werden, also ist K die Grenzlage von K", wenn der Punkt 
P sich dem Punkte P und somit Q' und Q" sich dem Punkte Q als Grenze 
nähern. Also ist K Mittelpunkt des Krümmungskreises der Roulette für den 
Punkt /»*). 

Aus dieser Herleitung ergeben sich auf einfache Weise folgende be- 
kannte Beziehungen. 




*) Auf andere als die obige Weise hergeleitet geben diese Conatruction : ton 
Gerttner Handbuch der Mechanik. Wien 1834. Band 3. S. 42 und 43. Zehnte, 
Elementare und analytische Behandlung der verschiedenen Cycloiden. Iserlohn und 
Elberlfed 1854. 
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1. Die Evolute einer Krcisrouletle ist eine der Gegenroulette ähnliche 
und mit dem Mittelpunkt des Grundkreises als äusserem Aehnlichkeitspunkt Ähn- 
lich liegende Curve, der Grösse nach sich zu dieser verhallend wie R:R±2r, 
wo das obere Zeichen für die Epicykloidc, das untere für die Hypocykloide gilt. 

2. Der Krümmungsradius o hat die Lange 

p = PK = PG + GK = TO + GK = 2GK{\ ± -£-)• 

3. Da der Krümmungsradius gleich ist der Länge der Evolute vom 
Punkt K bis zu ihrem Scheitel A, und diese Evolute wieder eine Kreis- 
roulette ist, so ist in dem Obigen zugleich die Rectificalion der Kreisroulelten 
enthalten ; und zwar verhalt sich der Bogen der Evolute von K bis A zu der 
Strecke GK wie 2(l± ~) zu 1. Die Strecke GK (PT) hängt bloss von dem 
Radius des rollenden Kreises der Roulette und der Grösse des Wälzungswinkels 
ab. Daher ist die (algebraische) Summe zweier solcher entsprechenden Bogen, 
eines Epicycloidenbogens und eines Hypocycloidenbogens, welche von dem- 
selben Kreise beschrieben werden, der auf den beiden Seiten eines anderen 
rollt, und demselben 'Werl he des Wälzungswinkels entsprechen, gleich AGK 
und unabhängig von dem Radius des Grundkreises. Lässt man den Kreis sich 
beiderseits zur Hälfte abrollen, so wird GK gleich dem Durchmesser des Roll- 
kreises der Roulette, also wird die Summe beider Bogen achtmal so gross 
als dieser Radius. Lässt man den Kreis sich einmal abrollen, so beträgt die 
Summe beider Bogen das Sechszehnfacbe des Radius des Rollkreises. 

Das Verhfiltniss ~ kann ganz beliebig sein, auch seinen Werth wäh- 
rend des Rollens ändern, ohne dass sich die Summe der Längen beider Rou- 
letten ändert; d. h. die Basis kann irgend ein Kreis sein, aus Kreisbogen 
bestehen, die stelig in einander übergehen, oder irgend ein beliebige Curve 
sein, deren Tangente ihre Richtung stelig ändert; man hat den Satz: 

Rollen zwei Kreise mit dem Radius r beiderseits auf irgend einer 
Rasis von der Länge 2rn, so besehreiben die Punkte, in welchen dieselben 
anfanglich die Basis berühren, eine aus zwei Rouletten zusammengesetzte ge- 
schlossene Bahn von der Lange des Sechszehnfachen des Radius des rollen- 
den Kreises. 

Der Inhalt der von dieser Curve umspannten Fläche ist ebenfalls von 
der Gestalt der Grundcurve unabhängig und gleich der sechsfachen Fläche 
des rollenden Kreises, was sich aus Steinen Arbeit „lieber den Krümmungs- 
schwerpunkl ebener Curven", dieses Journal, Band 21, ergiebt. 
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Kg 2. 




B. Liegt der die Roulette beschreibende Punkt nicht auf Hern Um- 
fange des Rollkreises, so führt eine der obigen Ähnliche Conslruction zur Be- 
stimmung des Krömmungsmittelpuukles. 

Man ziehe (Fig. 2) im Punkte P der 
Roulette die Normale PG und errichte in G auf 
PG eine Senkrechte, welche die Gerade Pm in 
Q trifft, dann schneidet die Gerade QM die 
Normale PG im Krümmungtmittelpunkte K. 

Es sei F ein dem Punkte P benachbarter 
Punkt; P'G' sei die Normale im Punkte P' und 
G" sei der Punkt des Rollkrcises, welcher mit 
dem Punkte ff des Grundkreises zur Berührung 
gelangt. Conslruirt manF'mG congruent Fm'ff, 
so ist Winkel PmP" gleich Winkel G"mG gleich 
dem Zuwachs h des Wälzungswinkels und dem 
entsprechend ist Winkel GMG' gleich |g A. Die 

beiden Normalen PG und Fff schneiden sich 
im Punkte K'. 

Es ist die Grenzlage zu bestimmen, der sich K' nähert, wenn F sich 
dem Punkte P ohne Grenze nähert. Zu diesem Zweck kann man PK'F als 
Kreissector betrachten, dann ist die Grenze von PK' gleich der Grenze des 
Quotienten aus PP' und dem zum Centriwinkel PK'F und dem Radius Eins 
gehörenden Kreisbogen. 

Fasst man den Grund- und den Rollkreis als Grenzen geradliniger Poly- 
gone auf, so ergiebt sich die Länge des Bogenelementcs PF der Roulette als 
Länge eines Kreisbogens, dessen Radius gleich PG und dessen Centriwinkel 
gleich ist der Summe oder Differenz der Aussenwinkel der Polygone. Die Tan- 
genten in den Punkten G und G" machen einen Winkel gleich h, die Tangenten 
in G und ff einen Bolchen gleich -j^h. Das Rollpolygon erführt also eine 

Drehung um den Winkel A( J/C +, Cw ) gleich um eine Ecke, deren Ab- 
stand von G für kleine Werlhe von h von der Ordnung der Grösse h ist. Es 
ist also bis auf Grössen zweiter Ordnung in Bezug auf h der Bogen PF gleich 

GP—h. 
GM 

Der Winkel PK'F, der im Nenner des Ausdruckes für PK* steht, ist gleich 
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Gm 

Winkel G'MG plus Winkel P"GP; der erstere ist gleich A^|-; dio Grösse 
des zweiten ergiebt sich aus den Dreiecken GPP" und PmP" als gleich 

2sinA^?. 8i nP"Pff 

oder his auf Grössen von der Ordnung &' gleich 

h ^ cos mPG gleich • 

Setzt man diese Werlhe ein, so erhält man: für immer kleiner werdende 

Werthe von h nähert sich PK' dem Grenzwerthe 

PK - G P.Mm.PQ 

Gm.PQ + GM.Pm' 

Dieses ist aber genau der Werth von PK, der zufolge der obigen Construclion 
erhalten wird. 

Betrachtet man nämlich MQ als Transversale des Dreiecks PGm, so ist 
PK.G3I.mQ = GK.mM.PQ, 
GK = PK-PG, 
PK{GM.mQ-mM.PQ) = -PG.mM.PQ, 
PK(Gn.PQ + GM.Pm) = PG.mM.PQ. 
Hiermit ist die Richtigkeit der oben gegebenen Construction dargethan, welche 
bisher noch nicht bekannt gewesen zu sein scheint*). 

Man kann also eine unendliche Anzahl von Kreispaaren conslruiren, 
für welche als Grund- und Rollcurven die Rouletten im Punkte P die Nor- 
male und den Krümmungsradius gemein haben; es ist dazu bloss nölhig, dass 
für jedes Paar sich nach obiger Construction derselbe Punkt K ergebe. Es 



Fig. 8. 




werde hier die Schaar aller Wälzungskreise betrach- 
tet, welche die Normale in denselben zwei Punkten 
schneiden und denselben augenblicklichen Berüh- 
rungspunkt haben. Der geometrische Ort der Mittel- 
punkte m (Fig. 3) ist die Normale auf PG durch m, 
der Ort der Punkte Q ist die Gerade GQ, die ent- 
sprechenden Punktreihen m' und Q' sind durch den 
Punkt P projectivisch ähnlich. Zieht man m'G und 
Q'K, welche sich in M' schneiden, so ist der Ort 
von Et der Durchschnitt der beiden projectivischen 
Strahlenbüschel (G)m' und (K)Q', deren zwei ent- 



*) LiounMe, tonne X, pag. 150. Salmon, Higher plane curves p. 216. 



Digitized by Google 



Hennig, 



57 



sprechende Sirahlen GP nnd KG zusammenfallen; dieser Ort ist demnach eine 
Gerade senkrecht anf PG. Insbesondere ist in dem Durchschnittspunkle dieser 
Geraden mit PG der Mittelpunkt des Grundkreises construirt, auf welchem ein 
Kreis mit dem Durchmesser NG rollen muss, damit der Punkt P eine Curve 
mit dem Krümmungsradius PK beschreibe. 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus die Construction des KrQmmungsmittel- 
punktes für den Fall, fflr welchen die obige Construction den Dienst versagt: 
Wenn die Punkte P, m und M in gerader Linie liegen, ziehe man durch m, 
G und M Senkrechte auf PG, ziehe beliebig Pm'Q' und m'GM', so schneidet 
M'Q' die Normale PG im Krflmmungsmittelpunkte K. 

Statt der drei Parallelen durch m, G, M kann man sich auch bei dieser 
Construction dreier Geraden bedienen, die durch jene Punkte gehen und sich 
in demselben Punkte ausserhalb PG schneiden, wovon man sich fiberzeugt, 
wenn man von einem Punkte des Raumes aus die vorige Construction auf 
eine durch die Gerade PG gehende Ebene projicirt. 

Da die Ellipse auch zu diesen Kreisrouletten (B.) gehört, so ist hiermit 
eine neue Construction des Krümmungsradius der Ellipse gegeben. 

C. Fflr die allgemeinen Rouletten erhält man den Krflmmungsradius 
fflr einen beliebigen Punkt, indem man an Stelle der Grundcurve und der 
Rollcurve deren Krflmmungskreise im augenblicklichen Berfihrungspunkte sub- 
stiluirt und die ffir den vorigen Fall angegebene Construction anwendet. 

IL Umfang und Inhalt yon zweiueitigen Rouletten. 

Rollen zwei symmetrische ebene Curven als Rollcurven auf verschie- 
denen Seilen einer anderen Curve als Grundcurve, welche sich auf dieser 
stets in entsprechenden Punkten berfihren, so mögen die beiden Rouletten, 
welche von einem mit der einen Rollcurve festgedachten und seinem sym- 
metrischen mit der anderen feslgedachlen beschrieben werden, in ihrer Ver- 
einigung eine zweiseilige Roulette oder Doppelroulelte heissen. 

Ein specieller Fall bot sich oben dar, wo beide Curven Kreise waren 
and der beschreibende Punkt auf dem Umfange des rollenden lag; es wurde 
auch der Salz bewiesen, dass bei beliebiger Basis der Umfang einer solchen 
durch einmaliges Abwälzen erzeugten Kreisdoppelroulette gleich dem Sechs- 
zehnfachen des Radius des beschreibenden Kreises sei. 

Es soll nun gezeigt werden, dass der Umfang und der Inhalt einer 
Doppelroulette unabhängig ist ton der Gestalt der Grundcurve. 
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Je zwei entsprechende Punkte der Doppelroulette liegen symmetrisch 
gegen die Tangente der Grundcurve im augenblicklichen Berührungspunkt; die 
Verbindungslinien jener Punkte mit diesem sind Normalen der Doppelroulette; 
also ist diese die Enveloppe einer Schaar von Kreisen, die ihre Mittelpunkte 
auf der Grundcurve haben, deren Radien nur von der Rollcurve abhangen 
und gleich sind dem Abstände des beschreibenden Punktes von dem augen- 
blicklich zur Berührung gelangten Punkte. Es erhellt dies, wenn man die 
Grund- und Rollcurve als Grenzen geradliniger Polygone ansieht. 

Vermöge dieser Eigenschaft kann man zu jeder Curve, deren Nor- 
malen sAmmtlich eine andere Curve schneiden, eine entsprechende Curve con- 
slruiren, so dass beide in Bezug auf jene als Grundcurve einer Doppelroulette 
angehören: Ziehe im Punkte P der Curve die Normale, welche in G die 
Grundcurve schneidet, construire in G die Tangente der Grundcurve, falle auf 
dieselbe von P ein Loth und vc längere dasselbe um die eigene Länge bis /". 
so ist der Punkt V der dem Punkte P entsprechende Punkt der Doppelroulette. 

Lfisst man die eine Curve zu einem Punkte P ausarten, so wird die 
Couslruclion folgende: Falle von P aus auf alle Tangenten der Grundcurve 
Lothe und verlängere dieselben um ihre eigene Länge. Man erhält also eine 
der Fusspunktencurve des Punktes P ahnliche und ähnlich liegende Curve, 
doppelt so gross als jene, welche mit dem Punkte P als Doppelroulette auf- 
gefasst werden kann. Die Rollcurve ist symmetrisch der Grundcurve, der 
beschreibende Punkt der symmetrische des Punktes P. Mit dieser Eigenschaft 
der Fusspunktencurven ist zugleich die Construclion der Tangente und des 
Krümmangsradius für dieselben gegeben. 

Umgekehrt kann man, wenn eine Curve und in ihrer Ebene ein Punkt 
gegeben sind, nach der Curve fragen, in Bezug anf welche die gegebene eine 
Fusspunk teneurve ist; diese Curve ist die Enveloppe der zweiten Schenkel 
aller rechten Winkel, deren Scheitel auf der gegebenen Curve liegen und 
deren andere Schenkel durch den gegebenen Punkt gehen. 

iiiermit kann man die Aufgabe lösen: Welche Curve muss auf einer 
ihr symmetrischen rollen, damit ein mit ihrer Ebene feslgedachter Punkt eine 
gegebene Curve beschreibe? 

Nur für einen Kegelschnitt und einen Brennpunkt desselben als Pol 
ist die Fus&punktencurve ein Kreis, also nur durch das Rollen zweier con- 
gruenter Kegelschnitte aufeinander, welche sich in enteprochenden Punkten 
berühren, kann auf diese Weise ein Kreis beschrieben werden, und zwar sind 
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die Brennpunkte des rollenden Kegelschnitts die Punkte, deren Rouletten 
Kreise sind. 

Fragt man nach der Basis, auf der eine Curve rollen muss, um beider- 
seits Kreise als Rouletten zu erzeugen, so ist diese anch ein Kegelschnitt und 
»war ist der vorige Fall in diesem enthalten. 

Der oben ausgesprochene Satz Aber die Unabhängigkeit des Umfangs 
und Inhalts von Doppelrouletten von der Gestalt der Grundcurve wird zuerst 
für Polygone bewiesen und daraus für Curven geschlossen. Die entsprechen- 
den Seiten der beiden Polygone dürfen der Einfachheit wegen als beziehlich 
gleich angenommen werden. 

Ist nun an einer Ecke der Aussenwinkel des rollenden Polygons durch 
seinen Bogen gemessen t, der Aussenwinkel des Grundpolygons an der ent- 
sprechenden Ecke o, der Abstand des hahnbeschreibenden Punktes, r, so be- 
schreibt dieser Punkt, wenn sich das Polygon ausserhalb um die Ecke dreht, 
einen Kreisbogen von der Ltnge r(r+o), beim Drehen innerhalb einen Bogen 
von der Länge t(t— a), also ist die algebraische Summe beider Bogenelemente 
gleich 2n, also unabhängig von der Grundcurve. 

In gleicher Weise wird die Constanz des Flächeninhalts geschlossen. 
Der FlAchenraum besteht bei zwei Polygonen aus zweierlei Theilen, die einen 
sind Dreiecke, die anderen Kreisseclores; die Summe der Dreiecke macht den 
Inhalt des rollenden Polygons; je zwei zusammengehörende Kreissecloren haben 
die Inhalte ^(t + o) und r 7 (x~o); ihre algebrauche Summe ist also gleich 
2r*r und demnach unabhängig von der Grundcurve. Die Hälfte der Summe 
der zweiten Theiie 1***1 sich für sieb lusammenhangend darstellen, indem man 
den Kreissector rV auf den Aussenwinkel t abträgt. Geht dann das Polygon 
in eine Curve Ober, so erhält man die Construction : Man trage auf die Tan- 
gente der Curve nach einer bestimmten Seite hin die Länge des Abslandes 
des Punktes der Curve vom beschreibenden Punkte ob, so ist der Fläcben- 
raum, welcher von der so bestimmten Tangente überstrichen wird, plus dem 
Sector, begrenzt von dem betreffenden Bogen der Rollcurve und den Radien 
nach seinen Endpunkten, gleich der Hälfte des Inhalts der von dem Punkte 
beschriebenen Doppelroulette, während sich der bewusste Bogen auf irgend 
einer Curve abwälzt. Es ist hierbei angenommen, dass der Flächenraum der 
Doppelroulette am Anfange und Ende durch die Normalen begrenzt sei. 

Zu bemerker. ist, dass nur in dem Falle Umfang und Inhalt in dem 
gewöhnlichen Sinne genommen werden kann, wenn für alle entsprechenden 

S* 
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Punkte der Grund- and der Rollcarve die Krümmung der Rollcurve grösser 
ist als die der Grundcurve, weil sonst sowohl Umfang als Inhalt der inneren 
Roulette negativ zu' nehmen sind. Die Constanz des Flächeninhalts der Doppel- 
roulellen lässt sich übrigens unmittelbar aus der bereits erwähnten Arbeit 
Steiners „Uebcr den KrQmmungsschwerpunkt ebener Curven" herleiten, wo 
allgemein und principiell die Bestimmung des Flächeninhalts der einzelnen 
Rouletten ausgeführt ist. 

Mit Hülfe des bewiesenen Satzes gelingt in einigen Fallen die Recti- 
ficalion von Curven und die Quadratur von Flächenräumen. 

Rollt eine Ellipse mit der grossen Axe 2a auf einer geraden Linie, 
so beschreibt jeder der Brennpunkte eine wellenförmige Bahn und zwar ist 
die Lange einer Welle gleich 2an, der Inhalt der von dem Bogen, der Geraden 
und den zwei End -Normalen eingeschlossenen Fliehe 2a 5 *. 

Beweis. Man lasse die Ellipse auf einer ihr congruenten rollen, so 
dass sich beide in entsprechenden Punkten berühren, so besteht die Doppel- 
roulette, welche jeder Brennpunkt beschreibt, aus einem Kreise mit dem Um- 
fange \an und dem Inhalt 4a Vi und einem Punkte; daraus folgt die Richtig- 
keit der* obigen Angaben, weil bei der geraden Linie als Grundcurve die 
beiderseitigen Rouletten symmetrisch sind. Ebenso ist die Rectification eines 
bestimmten Stückes der Curve auf die Rectification eines Kreisbogens zu- 
rückführbar. 

Es möge noch der Fall naher betrachtet werden, in welchem die Roll- 
curve zwar auch wie in dem oben betrachteten Falle ein Kreis ist, aber der 
beschreibende Punkt nicht auf dem Umfange liegt, sondern sich im Abstände * 
vom Mittelpunkte befindet. 

Für zwei Polygoue mit beziehlich gleichen Seiten, deren entsprechende 
Aussenwinkel x und a ein constantes VerhAltniss R : r haben, verhält sich 
jeder beim Rollen ausserhalb beschriebene Kreisbogen zn dem entsprechenden 
beim Rollen innerhalb beschriebenen wie %+a zu r—o, also das ganze äussere 
Kreisbogenpolygon zu dem inneren wie Ä+r zu Ä-r. Dies bleibt gültig 
für den Fall zweier Kreise mit den Radien r und R, weil bei gleichen Bogen 
die Tangentenwinkel sich stets umgekehrt verhalten wie die Radien. Es ver- 
hält sich also bei denselben Grenzen der Wälzungswinkel der Epicykloiden- 
bogen zum Hypocykloia*enbogen wie R + r zu R—r. 

Mit FIfllfe dieses Satzes kann man die Rectification aller Doppelrouletten, 
bei deneu die Rollcurve ein Kreis ist, auf die Rectification von EUipsenbogen 
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zurückfuhren. WAhlt man nämlich R=2r, so ist die betreffende Hypocykloide 
eine Ellipse mit den Halbaxen r+k und r-k; der zugehörende Epicy- 



Also ist die Summe zweier entsprechenden Bogen einer Doppelroulette, be- 
schrieben von einem Kreise als Rollcurve, Tiermal so gross als der ent- 
sprechende von demselben Punkte beim Rollen des Kreises innerhalb eines 
zweimal so grossen beschriebene Ellipsenbogen. 

Gnesen, im Juli 1864. 



kloidenbogen ist 



2+« 



= 3 mal so gross als der entsprechende Ellipsenbogen. 



2-1 
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Ueber die Anziehungscoinponente eines geraden 
elliptischen Cylinders in der Richtung der Axe, 
wenn die Elementaranziehung irgend einer Potenz 
der Entfernung umgekehrt proportional ist. 

(Von Herrn F. Grube zu Hamburg.) 



Potential von Körperschalen, die von zwei ähnlichen Flachen 
zweiten Grades irgend welcher Art begrenzt werden, hat Herr Mehler (Bd. 60, 
p. 321 dieses Journals) nach der etwas modificirten DiricA/e/schen Methode 
des diseontinnirltcben Factors für den allgemeinen Fall bestimmt, dass die 
Elementaranziebnng der p' n Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist. 
Die sich ergebenden Formeln gelten zunächst nur für ein zwischen 2 und 4 
enthaltenes p; jedoch durch Voraussetzung eines etwas allgemeineren An- 
ziehungsgesetzes leitet Herr Mehler aus den Formeln für ein gegebenes p die 
entsprechenden ffir ein um zwei Einheiten grösseres her. Nun hat die in der 
Richtung der Axe genommene Componente eines geraden elliptischen Cylinders 
(welche ich kurz die X- Componente nennen werde) ursprünglich fast ganz 
dieselbe Form wie das Potential der von zwei ahnlichen Flächen zweiten 
Grades begrenzten Körper. Für das letztere hat man nämlich bei dem all- 
gemeineren von Herrn Mehler eingeführten Anziehungsgesetze, nach welchem 
das Potential der Elementaranziehung 

t dm 1 dm 

p-~\ (r* + »)»<»-') S,aU p- i "F^ 

ist, folgenden Ausdruck 

dxdydz 



P -\ffj \ 



und wo die Integrationen sich auf alle Werthe der Veränderlichen erstrecken, 
die der Ungleichheit 

* < i +I/ f + 7 +2k?+2juj+2w < Ar 

genügen; für die A'- Componente der Attraclion des geraden elliptischen Cy- 
linders erhält man (ohne Voraussetzung des allgemeineren Anziehungsgesetzes) 
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die Differenz zweier dem vorstehenden ganz analogen Ausdrücke von der Form 

i f f dyd* 
J^iJJ (r'-|- » 

wo 

r* = (y-o)'-K*-c)', 

und wo die Integrationen sich auf alle Werthe von y, z erstrecken, die der 
Ungleichheit 

genügen. Die von Herrn Mehler eingeführte Grösse ty bietet sich also hier 
von selbst in der Grösse k dar. Es lag daher nahe auch auf den vermöge 
der DtricA/etechen Methode ermittelten Ausdruck für die X- Componente des 
Cylinders, der zunächst für ein zwischen 1 und 3 liegendes p gilt, die Meh- 
lersche Methode auzuwenden, um daraus die Formeln für ein beliebiges p 
herzuleiten. Da die Resultate tlieils wegen ihrer Einfachheit, theils wegen 
ihres allgemeinen Charakters ein Interesse haben dürften, so erlaube ich mir, 
ihre Entwicklung im Folgenden auszuführen. — Ich werde wiederholten Ge- 
brauch von der Bezeichnungsart des Herrn Sarrut machen, wonach das Zeichen 



r 



7W 



dasjenige bedeutet, was man erbalt, wenn man in f,{x) für x den Werth ar, 
einsetzt* und das Zeichen 

dasjenige, was man erhalt, wenn man in f(x) einmal x,, dann ar, setzt, und 
die beiden Resultate von einander sublrahirt. 

§• t. 

Bestimmung der A Componente der Ättraction des geraden elliptischen Cylinders 

für p = 1 ezcl. bis p = 3 incl. 

Die Ualbaxen der elliptischen Basis des Cylinders seien o, ß, die Ent- 
fernungen des angezogenen Punktes von der unteren und oberen Basis a und 
o,, die Coordinaten desselben bezogen auf die Axeu der Basis b und c. Die 
X- Componente werde, wenn die Elemenlaranziehung umgekehrt proportional 
der p ,tm Potenz der Entfernung ist, durch X, bezeichnet. Man hat zunächst 
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wo das Snbstitutionszeichen sich auf den Bachstaben * bezieht, wo 

* = (y-6)'+(«-e)N 

und wo die Grenzen der Integration durch die Ungleichheit 
bestimmt sind. 

Wendet man auf diese Formel die Dtrichletscho Methode des discon- 
tinuirlichen Factors an, and verfolgt genau den von Dirichlet zur Bestimmung 
des Potentials des Ellipsoides eingeschlagenen Weg, so erhält man 

r . rw,_ l _ * _ * n 

(3) ^- >i2 7(4i)7(V)^ rt«»+o(*-o ' 

wo o die positive Wurzel der cubischen Gleichung 
bedeutet. 

Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss von p = 1 excl. bis p = 3 
excl. Um nun nach der JfeA/erschen Methode für jedes p zu erhalten, 
müssen wir zuerst die Gültigkeit dieser Formel für p = 3 incl. nachweisen. 

Ich zeige 1) dass der durch Gleichung (1.) definirte Ausdruck X r , 
2) dass der auf der rechten Seite von (2.) stehende Ausdruck in der Nähe 
von p = 3 stetige Functionen von p sind. Ist beides erwiesen, so gilt die 
Formel (2.), da sie für p = 3 — d gilt, wo «5 beliebig klein sein kann, auch 
für p = 3. 

1) Ist f(x,p) eine stelige Function von p, und hat die Differenz a—b 

einen endlichen Werth, so ist auch / "f{x,p)dx eine stetige Function von p. 

I 

Wendet man diesen bekannten Satz zweimal auf das Doppelintegral für X f 
in (1.) an, so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung, dass X r eine stetige 
Function von p ist. 

2) Der vor dem Integral in (2.) stehende Factor , . 1 . — — 

ist für p = 3 eine stetige Function. Um zu zeigen, dass das Integral selbst 
eine stetige Function von p in der Nähe von p - 3 ist, setze ich einmal für 
p den Werth 3 und zweitens den Werth 3-<J, und zeige, dass die Dif- 
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ferenz der resultirenden hlegrale gleichzeitig mit .!' gegen Null abnimmt. Es 
ist also zu zeigen, dass das Integral 



j _ />■ ds(\-F{,y) 



in welchem 

F{$) = «-* 



gesetzt ist, für gegen Null abnehmende Werthe von d vergeh windet. Während 
t von o bis oo wächst, nimmt Fi» die Werthe von 0 bis oo an. Setzen 
wir F'$) = *,, so wird 

J -j • 



Oer Ausdruck der Function zeigt mit Hülfe von (I.), dass dieselbe in 
dem Intervalle #, = 0 bis #, = oo oder s = a bis t = <x stets positiv bleibt und 

überall auch an den Grenzen endlich ist. Demnach Ändert der Factor -i-^r 
unter dem Integralzeichen von J innerhalb der Integrationsgrenzen sein Zeichen 
nicht, und es ist daher 

wo R ein zwischen dem innerhalb der Integrationsgrenzen stattfindenden Maxi- 
mum und .Minium in von 1 — *? liegender Werth ist. Das Maximum von 1 -#? 
findet statt für den kleinsten Werth von *, , also an der unteren Grenze, das 
Minimum an der oberen Grenze. Da nun das Nullwerden von # M ebenso 
wie das Unendlichwerden von *, unabhängig ist von dem Verschwinden von 
*J, und also für 3 = 0 auch an den Grenzen den Werth 1 behält, so sieht 
man, dass für <T = 0 das Maximum und das Minimum verschwinden. Dem- 
nach hat also R und auch J den Werth Null, und die linke Seite von (2.) 
ist daher stetig bis p = 3 inclusive. 

Bestimmung von X, für ein beliebiges p. 
Aus ,1 ) ergiebt sich die auch für/»=l gültige Relation 

(3.) = --—j 4r 
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(4.) X p+iM = (-i)--!.. 2 2 

Mit HüJfe dieser Relation und der Formel (2.) können wir X r für jeden Werth 
von p ermitteln. Wollten wir aber den Ausdruck für X, in (2.) nach k unter 
dem Integralleichen diferentiiren, so wurde die Function unter dem Integral- 
zeichen für s = a nach der Diferentiation unendlich werden. Wir führen 
deshalb nach der IfeJWerschen Methode in (2.) statt • eine neue Variable t> 
ein vermöge der Gleichung 

Verfolgen wir nun genau den von Herrn Meiler eingeschlagenen Weg, so 
finden wir 

wo o, und o, die beiden negativen Wurzeln der eubischen Gleichung (I.) be- 
ll. 

X, ergiebl sich folgendennassen. Es ist 



-X> = ^ 



da 

Setit man in (2.) p 1, und differentiirt den resultirenden Werth nach A-, so 
erhalt man den aus ^2.) für p = 3 resultirenden Werth mit dem entgegen- 
geselaten Zeichen, also nach $. 1 —X t . Der für p = 1 aus (2.) resultirende 
Werth stellt also wirklich X, dar. Aus den Formeln (2.), (5.), (6.) erkennt 
man folgende SAtie: 

Ist die lUimcntaron s ichung umgekehrt proportional irgeni 

Vutimters immer ansdntckbar durch ganse eüiptitche Integrale. Ist die Ele- 
mcntmim*ichn*g umgekehrt proportional der ersten oder dritten Potent der 
Kulfcrmmg, so ist die X-Componente aus logarUhmischen Functionen ttuammen- 
grsettt- Ist endlich die Elementaransiehsmg umgekehrt proportional irgend 
rtm-r ungeraden Polens der Entfernung, grösser als die dritte, so ist die 
X-Componente «ms reim algebraischen Functionen susammengesetst. 
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§. 3. 

Independente Darstellung Ton A,... ; 
Für X, lässt sich noch ein anderer Ausdruck aufstellen als der, wel- 
cher aus (2.) resolürt. Dieser zweite Ausdruck erscheint grade für unseru 
Zweck sehr geeignet, indem sich aus ihm sehr leicht eine independente Dar- 
stellung für X 1m +, durch ganze elliptische Integrale gewinnen Ifisst. Es ist 
•) 

u 

* = (acos</>-6)'+(/?sin?-c)% 

. , _ aß— bßcot(f> — caainy 
0 

Die Grösse « hat den Werth 1 oder 0, jenachdem der angezogene Punkt 
innerhalb des Mantels und dessen Verlängerung oder ausserhalb liegt. Hieraus 
erhilt man 

= ^-ikrö | n "! [^* HCM -/* , (* + <vr?ik 

Fflr den Kreiscylinder lässt sich die Wurzel leicht in die canonische Form 
bringen. Führt man nämlich statt <p eine neue Variable ein vermöge der 
Gleichung 

cosy = 2sinyJ-l 
4ab „ 4ab „ 2b 



* + (• + *)" (/* -f" ^0" ^~o + 6' 

so wird für den Kreiscylinder 

/•*" (i-A;.i ny -)d y j 

•/ (t-i^in V ')(l-A• B in9 , )"- , > / ^- ;l '8in9> , J 
Auf dem Mantel **) des kreisförmigen Cyliuders wird 

*) ScMoeimfcÄs Zeitschrift für Math. u. Physik, 9. Jahrgang, 8. 278. 
**) Unter Mantel und Axe verstehe ich hier und in Folgeoden auch die Ver- 
längerung des Mantels und der Axe. 

9» 
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und auf der Axe 

Ich bemerke noch, dass für den elliptischen Cylinder Herr Ckbsch die Wurzel 
in die canonische Form gebracht hat. in einer Bemerkung, zu der Abhandlung 
des Herrn Röthig „Das Potential eines rechtwinkligen homogenen Cylinders" 
(dieses Journal Bd. 61). Herr Röthig findet noch einen dritten wesentlich 
verschiedenen Ausdruck für X 5 , der aber dieselbe Wurzelgrösse enthalt. 

§• 4. 
Speciclle Fälle. 

Setzt man in (2.) p = l, so erhalt man den aus logarithmischen und 
algebraischen Functionen gebildeten Ausdruck 

«a/? 1"?P 2 bXo + F)-cXo + *>) 
wo 

Für den kreisförmigen Cylinder erhalt man aus (2.), wenn man c = 0 setzt, 

<»*> X -="4$&°*^r-W+"')--77r]- 
Für p = 3 erhält man aus (2.) für X, den logarithmischen Ausdruck 

und hieraus für den kreisförmigen Cylinder 

(ii.) x, = f p u»(i+ i> 

Hierauf bekommen wir JV S mit Anwendung von (3.); einfacher aber ergiebt 
sich aus (6.), nämlich 

„ naß |«j J 

4 |«. •(•»-# i X*-*) ' 
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und für den kreisförmigen Cylinder 

Führt man hierin für a und n, ihre Werlhe ein, so erhalt man für den kreis- 
Cylinder 



fiai Y- n \"H i 1 1 *'~ 6 ' 1 

V ' ; 5 ** U- L * i A*H-2C«'H-*r>*-r-C«*— * r 'A , +2(« , +o , )A+(a , -6 f ) ,J 

Für das Naturgesetz {p = 2} ergiebl sich aus (2.) 

* " iaß \- . V.C.^-^)(.+<»^)-iK■^-^)(.+/^')-^V.+0^)- ; ^.(.+■^^) ^ 

Es ist leicht, die hierin enthaltenen elliptischen Integrale auf die Normalform 
tu bringen, was ich in Schloemilcks Zeitschrift a. a. 0. ausgeführt habe. Fin- 
den kreisförmigen Cylinder nimmt der vorstehende Ausdruck keine wesentlich 
einfachere Gestalt an. Weit einfachere Ausdrücke erhall man ans (7.) für 
Xt und X*. Beteichnet man die ganzen elliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung 

yi — k &\u(f •/ 

wie üblich, durch K und E, und führt man die Jacobische Transcendenle Z 
ein, so erhält man für den kreisförmigen Cylinder 

4*6 

worin der Modulus ^ = fq7^p^i » nd 

sinam^i') - * ■■ 
r* + («— *) 

Aus den vorstehenden Formeln oder aus (8.) erhalt man die für den Mantel 
gültigen Formeln 

* = |;;[-ny*+2y*T4?£] j 4a , 
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$. 5. 

Independente Darstellung von ^« + ,. auf der Äxe und auf dem Mantel 

kreisförmigen Cylinders. 

Bezeichnet man die Entfernungen des angezogenen Punktes 
Rändern durch p, und p, so wird auf der Axe eines kreisförmigen Cylinders 
nach (10.) und (11.) 



> i 



Aus (12.) folgt 



"5 »' 

* = "log^A 

X, = -,10»^-. 



y n M f I 1 -| 
und daraus vermittelst (4.) 

(9.) X^.,. = 2(fi+t)(n-|-2) [^p7- e y?7-(p7+i'— ^nr)] - 

Vermöge der Formeln (9.) und (9'.) hat man das einfache Resultat, dass so- 
wohl für grade als ungrade m (mit Ausnahme der beiden Werthe 1 und 3) 

/«/ also die Elementar an siehung umgekehrt proportional irgend einer ganten 
Potent der Entfernung (mit Ausnahme der ersten und dritten), so sieht ein 
kreisförmiger Cy linder jeden Punkt seiner Axe an mit einer Intensität, die 
proportional ist der Differenz aus den Summen der um drei kleineren Po- 
tenten der beiden reciproken Entfernungen des Punktes vom Centrum der einen 
und vom Rande der anderen Basis. 

Auf dem Mantel des kreisförmigen Cylinders wird 

X - " log a 0' + r '> 

wo r, und r die grössten Entfernungen des angezogenen Punktes von den 
beiden Randern bezeichnen. 

Aus (12.) erhält man ferner fflr den Mantel 
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und daraus vermöge (4.) 

~iTA 5=W I 0,0"+' (ar)'-+« |J' 

wo (n-2p)l fQr p= Jn der Einheit gleich so selten ist Ueber die hier an- 
gewandte Entwicklung von vergleiche man So»«c*es „Sammlung 
von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung", Seite 39 



§• 6. 
GrenrftÜle. 

Schliesslich wollen wir noch untersuchen, was auf der Axe und dem 
Mantel eines kreisförmigen Cylinders aus X, wird, erstens wenn die Höhe h 
wächst, zweitens wenn der Radius wächst, drittens wenn der angezogene 
Punkt sich der Basis nähert. Ich werde diese drei Grenzausdrücke von A', 
respective durch Lin^A',., Lim^X,, und lim,..A' f , bezeichnen. Es ergeben sich 
für dieselben folgende Formeln, die ich der leichteren Uebersicht wegen zu- 
zusammenstelle. 

Auf der Axe. 

Lim**! = —noflogh, 
Lim A X, = -nlog-J, 

Lim A X. = - (M _ J) 2 ( n B ,_ 3) (^!r3-^rr) 1 

Lim u A' l = — a')logo, 
Lim.A-, - -«log^-, 

Lim.A. = - (w _!) (m _ 3) (^=i ~ 

lim.X, = nOMogA+a'logo-pJlogp,), 

lim.*, = ~2?i(*+o-p,), 

Lim.. lim.A; = — 2na, 

tim.A, = n log a, 
,. v 2n i 
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Ar.f dem Mantel. 

Lim A X, = —tic' log/t, 

Lim^ = -|"V(w 4 hrend JT.= |;;K), 

Lim.*, = ^W-^lofa, 
Lira a X, = — f-log^-, 

lim,,*, = -A 7 i-4a + 2r,ül(iiiod. 1 = 4^)' 
Lim,, lim. A, = -4«, 

lim,.*, = ^-loga, 

lim„^ = -(»_ i)"«,- 3) o--»' 

Aus den vorsiehenden Formeln erkennt man Folgendes: 

Während die Höhe oder der Radius wächst, wächst auch X„ sowohl 
auf der Axe als auf dem Mantel, und zwar wie der Logarithmus der Höhe 
oder des Radius; hingegen wenn p> 1, nähert sich X f einer bestimmten end- 
lichen Grenze. Mit wachsender Höhe nähert sich X, auf der Axe und auf 
dem Mantel, sowie Uberall derselben Grenze. 

Bei wachsendem Radius wird X r für jedes p auf dem Mantel halb so 
gross als auf der Axe. 

Wenn der angezogene Punkt sich der Basis nähert, so nähern sich X t 
und Xi bestimmten endlichen Grenzen, während für /> ^ 3 X r wächst, und 
• zwar für p = '3 proportional dem Logarithmus, für p > 3 proportional der 
um drei Einheiten kleineren Potenz der reeiproken Entfernung des Punktes 
von der Oberfläche. 

Auf dem Mantel, in der Nähe des Randes, ist (bei endlichem Radius 
und endlicher Höhe) die X-Componente ftalb so gross, als in allen anderen 
Punkten in der Nähe der Basis, wenn f» > 3. 
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Wenn die Anziehung nach dem Naturgesetz erfolgt, sind noch fol- 
gende Sitze bemerkenswerth: 

Bei trachtendem Radi tu wird die X-Componente für alle äusseren auf 
der Axe und auf dem Mantel liegenden Punkte constant, und der Höhe de* 
Cutinders proportional 

Ein Punkt erleidet dieselbe Anziehung auf der Oberfläche einer Kugel 
und am Ende der Axe eines unendlich hohen 
Radius der Kugel beträgt. 

Die X-Componente ist auf dem Rande eines unendlich hohen Cy linders 
rational ausdrückbar. 

Die X- Componenten auf dem Rande und am Ende der Axe einet un- 
endlich hohen Cgiinders verhalten sich tu einander wie der Radius eines Kreises 

3 Ä^/^J f C^l i t Tl 1 1~. fl • 

Hamburg, im December 1864. 
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Ueber die aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 
Zahlen von periodischem Verhalten, insbesondere 
die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. 

(Von Herrn L. Fuchs.) 



Der Theorie der aus den Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen hat Kummer gewisse Perioden zu Grunde gelegt, auf welche sich 
namentlich die Definition der idealen Primfactoren stützt (s. dieses Journal 
Bd. 35 und Abhandlungen der Beil. Acad. 1856;. Diese Perioden habe ich 
für den Fall, dass der Grad der Einheitswurzel durch eine zusammengesetzte 
Zahl angegeben wird, in einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 61} einer 
näheren Untersuchung unterworfen. Das Folgende bezieht sich auf eine Art 
complexer Zahlen, welche mit diesen Perioden im engsten Zusammenhange 
stehen. Es sei nämlich w eine primitive «" Wurzel der Einheit, und x eine 
Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, so bilden im Falle, dass 
n eine einfache Primzahl ist, die aus den mit / gebildeten Perioden ent- 
stehenden complexen Zahlen die allgemeinste Form der complexen Zahlen 
/"(to), welchen die Eigenschaft f(w*) = /\to) zukommt. Anders verhalt es sich 
im Allgemeinen im Falle, dass n keine einfache Primiahl ist. Hier sind die 
aus den Perioden gebildeten complexen Zahlen nur besondere Formen der 
allgemeinereu Art complexer Zahlen, welche nur durch die Eigenschaft 
f(uj*) — f{u>) definirl sind. Mit diesen complexen Zahlen will ich mich im 
Folgenden beschäftigen, und namentlich die Anzahl der Klassen der idealen 
Zahlen derselben bestimmen. Die Klassenauzahl der einfachen complexen 
Zahlen, welche Kummer ^ Monatsberichte der Acad. Januar 1863) schon ange- 
geben hat, entspricht übrigens dem besonderen Falle, wo x = 1 ist. 

1. 

Es sei to eine primitive Wurzel der Gleichung ^b], wo n eine be- 
liebige ganze Zahl ist, ferner x eine Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, so ist der Ausdruck 

n r = w r +ü>"-f tu'"H 

soweit fortgesetzt, bis das erste Glied wiederkehrt, die Periode, welche Kummer 
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der Theorie der nus der Wurzel w gebildeten complexen Zahlen zu Grunde 
gelegt hat (vergl. die Abh. gelesen in der Acadeinie der Wiss. 18. Decbr. 
1856). — Ist r zu » prim und gehört x (mod») zum Exponenten %, so ent- 
hält tf, genau t Glieder. — Die Periode n, ist die einfachste der complexen 
Zahlen f(ui), welche so beschaffen sind, dass f(to m ) = f{m). Wir werden daher 
alle complexen Zahlen der letzteren Art, mit Rücksicht auf diese Eigenschaft, 
als complexe Zahlen in n bezeichnen. 

Es sei nun y (cu) ein idealer Primfactor der nicht in n enthaltenen realen 
Primzahl q in der Theorie der complexen Zahlen in tu, und x die niedrigste 
Putenz vun x, die congruent einer Polenz von q (mod»), so ist das Product 
der conjugirten Factoren: 

U>(u>) = <f>{io)q>{<o*)q> \u>**) . . . tp^u)*" 1 ) 
als idealer Primfactor von q in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 

Es sei ferner p eine amal in » enthaltene Primzahl; setzt man ~ = »' 
und bezeiclmrt mit w' eine primitive Wurzel der Gleichung x"' = 1, mit jf(o»') 
einen ideajen Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in tu, 
und ist endlich x* die niedrigste Potenz von *, die congrnent einer Potenz 
von p (mod»), so ist 

als idealer Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 



Sind Oberhaupt x und q zwei Zahlen, die mit n keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, so ist die Entscheidung über die niedrigste Potenz der 
einen, die einer Potenz der anderen (mod») congruent ist, für das Folgende 
wesentlich nothwendig, so dass ich erst auf diese Frage näher eingehen muss. 

2. 

Zunächst ergiebt sich folgender Satz: 

Es sei x' die niedrigste Polen» von x, die einer Polen» von q (mod«) 
congruent ist, q* die niedrigste Polen» von q, die einer Polen» von x con- 
gruent ist, und gehören x und q mod«) respective »u den Exponenten r und 

. , T t 

t, so ist j = y 

Denn erstlich ist ersichtlich, dass f und g Theiler respective von 
t und / sein müssen. Es sei daher mg = l und q B s=x° mod«, so ist ma ~0 

10» 
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modT, und es ist m als die kleinste der Zahlen, wofür die letztere Congruenz 
erfüllt ist, ein Theiler von t, und ^ der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
a und r. Da ferner f ein gemeinschaftlicher Theiler von t und « ist, so ist 
~ = Af oder 2 = Af, wo A eine ganze Zahl. Aus demselben Grunde ist 

~~ = Bg, wo B eine ganze Zahl. Multiplicirt man beide Gleichungen mit ein- 
ander, so erhalt man AB=i, d. h. ,4 = 5 = 1: daher - = 4, wie be- 

9 f 

hauptet wurde. 

Ferner beweist man ohne Mühe den Satz: 

Ist n eine Prinnahlpotent, utul ditidirt man t durch den grünten ge- 
meinschaftlichen Theiler von t und T t und bezeichnet den Quotienten mit /'. so ist 
q 1 ' die niedrigste Potent ton q, die congruent ist einer Poten% von x (modn). 

Schwieriger ist die genauere Bestimmung der niedrigsten Potenz q s in 
dem allgemeinen Falle, dass n eine zusammengesetzte Zahl ist. Wir gelangen 
dahin auf dem folgenden Wege. Ich beschränke mich hierbei auf den Fall, 
dass » eine ungerade Zahl ist, weil in dem anderen Falle, wo n gerade ist, 
nur einige Modifikationen erforderlich sind. Ferner wird das Gesetz in seiner 
Allgemeinheit schon an dem Falle, dass n nur drei verschiedene Primzahl- 
polenzen enthalt, sichtbar. 

Es sei daher n = p"p"' p"', wo p, /> 4 , p? verschiedene ungerade Prim- 
zahlen sind; es gehöre x respeclive moip", /?','•. />"• zu den Exponenten J, 
(T,, c?], ebenso q zu den Exponenten d, rf,, c/,. Es seien ferner, indem ich 
mich des Zeichens (Ir, /,...») für das kleinste Vielfache der Zahlen k, /,...* be- 
diene, e, c, c, resp. die grössten gemeinschaftlichen Theiler von d und ((),, d\), 
<t, und (d, d\), J, und (cT, o*,), und man setze — = if, ^- = J|, — = J } . Be- 

c C, C, 

zeichnet man alsdann mit e, r,. e, respeclive die grössten gemeinschaftlichen 
Theiler von d und <V, rf, und (f, , rf, und J 2 , und die auf />", p"', p'r bezüg- 
lichen Indices respective mit Ind, Ind,, Ind 3 , so dass 

\ndq = rb. Ind 1 0 = r,6,, Ludj^ — r,b,, 
lndx = oß, IndiX = (>,/^ t , Iml. /. = p , /' . 
wo b und 6, und fi { , 6, und : i, die grössten gemeinschaftlichen Theiler 
der Indices von q und x respective mit </>(/»") i y (/>?')? <f(pt') sind, so findet 
das folgende System von Coogruenzen statt: 
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[ — Iniq = ij— c UM x modr/>(/>°), wo 17(1 =r modtf, 



(1.) (^Ind.f = ^^c.lnd,* mody(/>f')i w <> *7ipi ~ r, mod<J,, 
— Indj^ =ij,^-c,Ind,x mody(/#), wo >?,<>,==»•, modJ 2 . 
Bezeichnet man mit «, i, , i die grössten gemeinschaftlichen Theiler von , 

^- respective mit (^ i *^ L )« (^^ L )' ("^'tO 1 80 er h*l* man au8 den 
Congruenzen (1) die folgenden: 

(~c~ , '»7'"pf) Ind ? — r/ T P> « *' cInd * »odvCp")» 

(2.) // d d, d_\_ <f , \ t> " t>,/ . . . . „ . 

d 3 (t^~) 

— L )lnd, q = f? 2 — — P — CjIndjZ mody(j»] r ). 



Hat man aber eine Zahl 3 so zu bestimmen, dass 

*~a mod i», * = b mod m n i == c mod ro, , 

wo f/, 6, c, m, m, , m , beliebige Zahlen bedeuten, und sind 1, u, v respective 
die grösstcn gemeinschaftlichen Theiler von m und m und m,, m, und m,. 
so ist bekanntlich erforderlich, dass 

a — b = 0 mod/., « — c == 0 modo, 6— c^O taoAv. 

Diese Bedingungen sind aber auch zur Existenz der gesuchten Zahl * ge- 
nügend. Denn zunächst kann man eine Zahl x finden derart, dass j = a 
modffi, und x=b raodm, . Man bestimme nun eine Zahl » durch die Con- 
gruenzen * = x mod(m, »,}, i s c mod*».. so ist zv deren Existenz nuth- 
wendig und hinreichend, dass x— c_ 0 mod</>, wenn y der grössle gemein- 
schaftliche Theiler von [m, m,; und ist. Diese Bedingung ist aber offenbar 
erfüllt und die zuletzt gefundene Zahl s die gesuchte. 

Da (T, J ( , d, Zahlen sind, wovon nicht zwei einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, und daher die grüsslon gemeinschaftlichen Theiler je zweier 
der Grössen d mit denen der entsprechenden Growen e zusammenfallen, so 
kann man daher eine Zahl $ finden, derart dass 
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(A A) 

$ = Tj — i-j 1 — c mod o, 

• Sf,^— modtJ,, 

* == f -l- modJ, 



Hieraus geht mit Rücksicht auf die Congruenzen (2.) horvor, dass (- ,-'-,-') 

ein M ultimum des kleinsten Exponenten g ist, für den q* cungruent einer 
Potenz von x (mod») 

Haben -, respective mit e, C„ c» die grössten gemeinscbaft- 

liehen Theiler x» Xii Zu so sind vx, *iXn »sfr respective die grössten ge- 
meinschaftlichen Theiler von d und J, d, und <T,, d, und J,; es sind daher 

n..b de- .wei... d.r M A-f.nge die»r Num-.r «, g eb.o,n S.U. 

-^s-, A_ respective die kleinsten Exponenten, für die eine Potenz von q con- 

gruent einer Potenz von x respective modp", p">, p"\ Es bleiben daher die 
Congruenzen (l.j nach ihren bezüglichen Moduln richtig, wenn man beide 
Seilen derselben respective durch x, X* dividin. Hieraus ergiebt sich, dass 

JA *£\ r (± A) • (i 
man die Congruenzen (2.) respective durch '. ' , — . ' , *- 

dividireu darf, ohne die Moduln zu dividiren. Offenbar ist aber der gesuchte 

Exponent £ ein Vielfaches von (—, — ,—), daher ist die Zahl, durch 

welche (— , , -^-) zu dividiren ist, um g zu geben, ein gemeinschaftlicher 

TheUer von . °' , — A-^-, P . *' • Da man aber durch den 
grftssten gemeinschaftlichen Theiler dieser drei Zahlen jede der Congruenzen 
(2.), unbeschadet ihrer Richtigkeit nach ihren bezüglichen Moduln, dividiren 
darf, so folgt, 

(A y A,A) 

das* g = — — — — , wenn if> der grötste Factor des eben erwähnten grössten 

gemeinschaftlichen Theiler» ist, für den noch eine Zahl »' ermittelt werden 
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kann, die den folgenden Bedingungen genügt: 

8' W ' u.J* 



(4.) 



$ = t r 



d d t 



ui od 
mod <J, , 
mod tJ, . 



Ich behaupte jetzt, dass if> mit 4-, 

n 



keinen gemeinschaftlichen Theiler 



hat. Denn gesetzt y habe mit — einen gemeinschaftlichen Theiler o, so ist 



sofort zu sehen, dass o als Factor von 



-5 — oder auch von 



ein Factor von c sein muss, weil - P| : - mit A keinen gemeinschaftlichen 

Theiler hat. Daher hat a auch keinen Factor mit t] gemeinschaftlich, weil 
dieser sonst (s. Congruenz (1.)) auch Factor von r wäre, was nicht möglich 
ist, weil r zu d prim ist. Ferner enthielten die CoefGcienten von c, und c, 
in der zweiten und dritten Congruenz (2.) den Factor a. Der Bedeutung der 
Grössen c gemäss muss aber jeder Primfaclor von c in einer der beiden 
Grössen c, oder c enthalten sein. Irgend ein Primfaclor /i von o muss daher 
auch in c, oder c, enthalten sein, und zwnr mindestens in einer dieser beiden 
Grössen so oft als in c, es sei dies in c,, alsdann erfordert das Bestehen der 

Congruonzen (4.), dass — diesen Primfaclor noch ebenso oft als c, enthält, 

o 

was aber absurd ist. Da man ebenso beweisen kann, dass \\> weder mit — V , 
noch mit — einen gemeinschaftlichen Theiler hat, so folgt, dass y der 

t ■ 

grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers von löuil, 

— ist, wofür noch die Congruenzen (4.J eine Lösung zulassen. Aber tp 

muss offenbar auch ein Theiler von {x,Xt->Xd u °d daher auch von (c, c,,c.) 
sein; es ist also y> der grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers 



von 



* ( V*'\ l.Cj.s) > Is^iO^ ( C>c ,,c } ), wofür noch die Congruenzen (4.) 



uigi 
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lösbar sind, indem man jetzt unter x, /n Xi respective die grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von i, i M i, und c, c,, c, versteht. 

Zum Bestehen der Congruenzen 4.) ist aber nach einem oben 
fährten Satze das Bestehen des Systems der folgenden Congruenzen 
hinreichend: 

4 d,\ (i d, 



9 I«, ' o t J c a^W ' c, 



'T-^ 35 0 "» odo " 



wo 0,, ff,, ü>, respective die grössten gemeinschaftlichen Theiler von c und 
r,, c und c,, c, und c, sind. 

Multipliern! man die erste dieser Congruenzen mit pp,, die zweite 
mit die drille mit t»»^, so werden dadurch den linken Seiten keine 
neuen Factoren der bezüglichen Moduln hinzugefügt, weil diese respective zu 
den Zahlen pp,, pp 2 , p,p a prim sind. Da nun ?e r mode, i7,p,=r, mode, , 
rj t <f, ~r t mode,, so verwandelt sich das letzte System von Congruenzen in 
das folgende: 

9 (r7 ! ^") c a; (.T'^) et n . m 
rPl T r,e f — 5? — ~ *»' 

^t~V — ~^r~ 55 0 ,nodfl>,, 



a; (4 '^~) c ' a; (y ^~) c « 



r '^7" • J' = 0 modä) - 

e, v>, »t V*i 

Diese Congruenzen setzen wir in andere tuody um; dann können wir die- 
selben respective durch A-, .£ dividiren. Man erhilt alsdann: 
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Es ist aber, wie achon bemerkt, (c, <:,)==() modc,, daher — .iL ; fi_ e ine 

ganze Zahl, oder ^-=A— , wo ^4 eine ganze Zahl. Ebenso findet man 

JaiJ, wo ff eine ganze Zahl. Multiplicirt man die beiden letzten Glei- 

chungen, so erhält man AB = i, d.h. A = B=i. Daher ist 

Analog ist ^ = ^, JL = ^, f^&eO £l = C_5lO 3.«^, 

Man hat also als Resultat unserer Untersuchung ober den kleinsten 
Exponenten g, für den q s congruent einer Polenz von x (modn), 

dass ^ = A _l_ .-L Mühl , wenii y der grösste Factor des grünten ge- 
meinschaftlichen TheUers ton «ÄjlM, -liötii, *M2, (e,e„ C,) «/, f«r 
welchen das folgende System von Congruenten noch identisch er füllt ist: 

l n V f>,l| I c, tv ©, « I, c 

tco &i X» grbssten gemeinschaftlichen Theüer respectiee con i und c, 
t, und c,, t] und C2 

3. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in No. 1 und 2 ist die Anzahl 
der conjugirten idealen Primfactoren einer nicht in n enthaltenen Primzahl q 
in der "Theorie der complexen Zahlen in n gleich Enthält eine com- 

plexe Zahl in n, f(u)) y genau m ideale Primfactoren von q, so enthält die 
Norm derselben, nämlich 

Nf(w) = />'•)/(«'')•• VK'), 

wo v = ¥l£l nn d rn r?i ... Tr die v Zahlen sind, welche kleiner als n und 
pritn zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
von x (modn), genau die Potenz q me , da f^:*^ = l -l >= g (nach No. 2). 
Bedeutet G den kleinsten Exponenten, für den p congruent einer Potenz von 

fllr Mathrm.tik Bd. LXV Heft 1. 11 
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x (mod»'), so findet man ebenso, dass die Norm einer complexcn Zahl in n, 
/■(tu), welche genau M ideale Primfactoren von p enthält, genau den Factor 
p» 6 hat. 

Hieraus ergiebt sich, dass die Norm einer complcxen Zahl in n, f(u>), 
die Gestalt hat: 

wenn M, Mi, ... in, m M /«... . . . ganze Zahlen und G, , G,, . . . £ a , 

ein« ähnliche Bedculiing wie respective G und y haben. 

Ideale Zahlen in n gehören zu derselben Klasse, wenn sie mit der- 
selben idealen Zahl in n mulliplicirt eine wirkliche complexe Zahl in n 
zum Producte geben, d. h. eine complexe Zahl F(co) mit der Eigenschaft 
F{u)')~ F{vj). — Man beweist nach den Principien von Kummer, dass es 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen giebt. 

Ehe wir nun zur Bestimmung der Anzahl dieser Klassen übergehen, 
wollen wir eine Bemerkung machen, wodurch die Betrachtungen vereinfacht 
werden. 

In meiner oben erwähnten Arbeil habe ich die Bedingungen für das 
Verschwinden einer Periode n rf deren Index r zu n prim ist (einer primi- 
tiven Periode, wie ich sie dort genannt habe) angegeben. Aus diesen Be- 
dingungen gehl hervor, dass man einen Factor rf von n finden könne, derart 
dass die Periode n rd nicht verschwinde, und dass wenn d der kleinste der 
Factoren von n ist, welcher dieses bcwirkl, jeder andere von derselben Art 
ein Mulliplum von d sein müsse. Ist d der kleinste Factor von », für den 

n rd nicht mehr verschwindet, so ist d.y (-£-) = tp(n). In dem Ausdrucke, in 

welchen sich n„, nur auf eine Weise setzen Iflssl. nämlich: 

sind daher die Exponenten von 10 kleiner als y>(n 

Ist nun f(to) eine wirkliche complexe Zahl in n, so ist 

daher if(tv) = F(n), wo F{n) eine nur die Perioden enthaltende complexe 
Zahl ist. Sind nun die Bedingungen erfüllt, welche für das Verschwinden 
der primitiven Perioden nolhwendig und hinreichend sind, und ist d der kleinste 
Factor von «, für den n td nicht mehr verschwindet, so wird also nach der 
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eben gemachten Bemerkung F(n) eine aus den Wurzeln der Gleichung x T = 1 
gebildete complexe Zahl sein, in welcher die sämmtlichen Exponenten von cu 
kleiner als */>(») sind. Sie Ifisst sich daher auf die Gestalt bringen: 

wo die Exponenten von w kleiner als <f n 1 sind. Aus der Gleichung xf{m)=F{n) 

folgt daher, dass sammlliche Grössen c durch t tbeilbar sind, dess also /"(co) 

■i 

selbst einer aus den Wnrzeln der Gleichung x 2 = 1 gebildeten complexen 
Zahl gleich ist, also einer auf eine Gleichung niedrigeren Grades bezüglichen 
complexen Theorie angehört. Hieraus folgt, dass wir uns im Folgenden auf 
solche Werthe von x beschränken können, wofür die primitiven Perioden nicht 
verschwinden. 

4. 

Um die Klassenanzahl der complexen Zahlen in n zu bestimmen, muss 
man den Grenzwerth der Reihe 

(1.) R - (,-l)^p^p. f„r ,= 1 

ermitteln. In dieser Reihe ist die Summation auf alle nicht durch blosse Ein- 
heittfactoren verschiedenen idealen oder wirklichen complexen Zahlen in n zu 
erstrecken, und der Norm die in der No. 3 angegebene Bedeutung beizulegen. 
Diese Reihe ist mit der folgenden gleichbedeutend: 

worin man über alle realen Primzahlen q, f t1 q 7 , ... die nicht in n ent- 
halten sind, und aber alle positiven ganzzahligen Werthe von M, if,, Jf,, ... 
m, m,, ... summiren muss. Es sei 0 der Exponent, zu dem * (modn'l 
gehört, t' der Exponent, u dem p nach demselben Modul gehört, a der kleinste 
Exponent, für den x* congruent einer Potenz von p (mod»'), und man be- 
zeichne dir Grösse = mit «, und die Grösse = ^ mit 

U, und lege den Grössen ... Di, ü,, ... eine ahnliche Bedeutung 

respective für f M q^ ... p„ p,, ... bei, so findet man 

11* 
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wo jedes Produclenzeichen IT sich auf alle diejenigen unendlich vielen nicht 
in n enthaltenen Primzahlen besiebt, für die g oder « denselben Werth haben, 
und die Aniahl der verschiedenen Producte mit der Anzahl aller möglichen 
Werthe von g oder u übereinstimmt. 

Es ist nun dieser Ausdruck R in ein Product mit endlicher Factorcn- 
anzahl zu verwandeln, derart dass jeder Factor eine bestimmbare Reihe wird. 
Diese Umwandlung, welche für gewöhnliche complexe Zahlen ohne Muhe ge- 
leistet werden kann , ist für die complezen Zahlen in n mit Schwierigkeiten 
verknüpft. Es war dazu die in No. 2 vorausgeschickte Untersuchung über 
den kleinsten Exponenten g, für den qf congruent einer Polenz von x (modn) 
wird, unumgänglich nötbig, wie aus der folgenden Nummer noch deutlicher 
hervorgehen wird. 

Ich darf mich in den ferneren Entwicklungen der besseren Uebersicbt 
wegen auf den Fall, wo n ungerade ist, beschranken, da die Behandlung des 
Falles, wo n gerade ist, nur einige leichte Modifikationen erfordert. 

5. 

Es seien e 9 e,, ... Zahlen respeethe aus den Reihen 0, 1, . .. 

?Op_l, 0,1,... 0, 1, . . . 2^2-1, . . ., welche der Con- 

gruent 

(1.) epy + e 1 p I ^-+e,p J ^-+-- = 0 modr 
genügen, so ist 

(2 ° {^f) \£ ^gg^ro^gr: * 

wo S, ft, . . . respeetke primthe Wuneln der Gleichungen = 1, 

|f W> = 1, If = 1, ... sind, und das Productemeichen II sich auf 

alle Werthcombinationen ton e, e,, e,, . . . bezieht, welche der Congruen* (1.) 
genügen. 

Um diese Umformung zu begründen, muss gezeigt werden: 

1) dass ^dq^Jn^q^i'^q ^ ^ g ^ ^ der ^ 

groenz (1.) genügen, eine g u Wurzel der Einheit ist; 
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2) dass jede der g Wurzeln der Gleichung x* = 1 in dem Producte 

II vorkommt, und zwar jede uma). 

e, e, , . . . 

Die Allgemeinheit des Verfahrens ist wiederum schon an dem Falle 
n=p*pi , p"' ersichtlich. Da q* congrueul ist einer Potenz von * (modn), so 
darf man setzen: q* = sc h mod«_, und es ist 

(gV lud qg, S\ Ind, lud, qy _ ^eJ'Ind x ^^'.Ind.x^i; Ind,xy 

Bezeichnet nun ir eine primitive Wurzel der Gleichung at (c ' c " Ct) = 1, so ist 



„ - (c,c,,c.) 

Daher ist 

weil die Congruenz (1.) gleichbedeutend ist mit: 

(3 .) ^^^") + ^ feVV") 4 ^ (^^") + ,,; 50 modCccc,,...). 

Hieraus ergiebt »ich, dass der Ausdruck {•^fff'iMlgAl»*.! eine ^ 
Wurzel der Einheit ist, und dieses war zuerst su beweisen. 
Es sei jetzt 

^'Ind^.a.Ind.Gg.a.Ind,? = ^'Ind^.d, Ind.^e^Ind,, 

wo e, e„ e,, e\ e'„ ei zwei der Congruenz (1.) oder (3.) genügende Werth- 
systeme der obigen Zahlenreihen sind. Man bat alsdann: 

(4.) f'-W^lg-M W,f^-0«i Ind.? = ti 
Ist s eine primitive Wurzel der Gleichung « 9 r ' * »1, so ist 

Ve 



die Gleichung (4.) erfordert daher, dass 



Aus dieser Congruenz folgt aber sofort, dass 

(6.) e-e= a^ r p.-e^a.A-, «^-«, = 0,^, 

wo «, «,, o 7 ganze Zahlen sind. Man hat daher statt der Congruenz (5.) 
die folgende: 

(T 0 ar^-p + a^m + n^^l^O med«, i„ «. 

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (6.) mit p^Aif»^, die zweite 

mit Pi Öi£ll^, die dritte mit p, (c ' c " c,) und addirt, so erhalt man mit Rock- 

c, c, 

sieht auf die Congruenz (3.) 

/o \ d(c, c..r// , d. (c, c.,c,) . d, (c, c,,c.") A x 

(B-) ^ + e, + " iPl vT ^ — 0 n» 0 « 1 ^ 0 «^)- 

Wenn zwischen einer Anzahl disponibeler Grössen eine Congrnenz (modm) 
besteht, so ist die Anzahl der zulässigen Werthe der m" Theil der Anzahl 
aller Grössen. Daher ist in Folge der Congruenz (1.) die Anzahl der Factoren 
des Productes in der Gleichung (2.) gleich 



o' d 6, 



(c,C |>Ct ) T 

Aus den Gleichungen (6.) und den Corigruenzen (7.) und (8.) folgt aber, dass 
eine im Producte 17 der Gleichung (2.) vorkommende g" Wurzel der Einheit 

genau d d — 5 \ if , • ^ "»al vorkommt, wenn o der grösste Factor de« 
VT VT '« 

grössten gemeinschaftlichen Theilers von (<»<i,h) und (c, c,,Cj) ist, für den 
als Modul die Congruenzen: 

Vi c i Vi r t 



(9.) 



[ar 

v 



d (c.,c.) 
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die eine eine identische Folge der anderen ist. Hierzu ist aber nothwendig 
und hinreichend, dass identisch 

{'^(S'PW^r-^jLW Oy«,? = 0 modo, 

( 10.) r»^i- ft ^>fa c ')-^^4 C y m 0 modn, 

r.^A.CvOCE.O iLACy) JSl&L - o modo. 

Es ist in diesem Systeme von Congruenzen und in «lern Systeme (9.) zu be- 
achten, dass (c, c, , Om) = (c, c,) = (c, cj = (c„ c,). 

Der Modul o darf mit keiner der Zahlen -i, -S-, A_ £ £l *l 

einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn gesetzt a hätte mit einen 

gemeinschaftlichen Theiler /3, so wäre ß nach der ersten Congruenz (10.) 

auch Theiler von ^A- £ Da er aber zu r-4.il prim 

f c c ") ( c c ) 

und Theiler von c, v ' ' isl, so ist er entweder Theiler von * * J oder auch 

c, c, 

kein Theiler von e,^-^, da o, zu c, prim ist; also müsste der gemein- 
schaflliche Theiler ß von a und 4- ein Theiler von sein. Ebenso folgt 



aus der zweiten Congruenz (10.), dass /? ein Theiler von sein müsste; 

was aber absurd ist, da ^ und keinen gemeinschaftlichen Theiler 

haben (s. No. 2). Auf eine ahnliche Weise wird gezeigt, dass o mit —4- und A- 

*,», 0,1, 
S' 

keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. — Es habe ferner a mit — einen ge- 
meinschaftlichen Theiler y, so müsste dieser nach der ersten Congruenz (10.) 
Theiler von iL * se i„. Da er aber zu 9 ^±&ihL prim 

ist. so müsste er ein Theiler von r.^V 1 ^ sein. Nun aber ist derselbe Theiler 

von »i*PS folglich entweder Theiler von oder auch nicht Theiler vou 

fi (M^» da fj zu |( priin js| . algo mü8Sle y Theiler von sein. Ebenso 
•i 'i 

folgt aus der zweiten Congruenz (10.), dass y Theiler von sein müsste, 
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was aber absurd ist, da keinen gemeinschaftlichen Theiler 

haben. Aiif Ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit ^- nnd |a- keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler hat. 

Ein gemeinschaftlicher Theiler t von o und muss nach der 

ersten Congruenz (10.) auch Theiler von r p, — -A- S ^3 ^ c> sein. Da 
er aber prim zu A.(£l^>£ um j Theiler von ist, so ist er entweder 

Theiler von Q t " \** - oder auch nicht Theiler von rp ^"/'^ , weil r in i 

prim ist. Ware daher « nicht Theiler von -^A— , so mfisste es mit (i, einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu c, prim ist. Aus der 
zweiten Congruenz (10.) wurde man schliessen, dass dieser Theiler auch prim 

zu e 2 wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein Divisor von e, welches 

( c c } 

selbst Theiler von v " ■ ist, prim zu c, und zu c, sei. Also raüsste der 

c 

grösste gemeinschaftliche Theiler von a und (c, ^ c,) auch Theiler von 
sein. Umgekehrt heisse £ der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und 
so muss dieser nach der ersten Congruenz (10.) Theiler von 



r 9 L. ^'p ( c " c «> S ein. Er ist aber prim zu ÜAM) un( j Theiler von 
ir r, vt », c r r, et i, 

c Cc " c ') , daher entweder Theiler von r,-^^- oder auch nicht Theiler von 



e • c 



fl(( i£^£il, weil (izue prim ist. Wäre daher £ nicbt Theiler von 
so müssle es mit r, einen gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu 
f, prim wfire. Aus der zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen, dass 
dieser Theiler auch prim zu i, wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein 
Divisor von £, welches selbst Theiler von -^-^ ist, prim zu i, nnd i, sei. 

Also ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von o und ft"/- auch Theiler 

(c c ~) 

von ^ " p ' ■• Aus beiden Schlüssen zusammen ergiebt sich, dass der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von a und Q-'-^L mit dem grösslen gemeinschaft- 
lichen Theiler von o und ' übereinstimmt. Da aber o Divisor von 

c 

i ft'^V und c-^i^£si ist, so folgt, wenn man mit % den grössten gemein- 
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schaftlichen Theiler von i und c bezeichnet, dass a ein gemeinschaftlicher 
Theiler von x un d (c, Ci,c,) ist. Aehnlich sehliessl man, dass a ein 

gemeinschaftlicher Theiler von %i ^y^- und (c^c,,©,) und auch von x?^j^- 

und (c, c,,c,) ist, wo Xi »"»<i Xi respective die grössten gemeinschaftlichen 
Theiler von i, und c, und von », und Cj bedeuten. Daher ist a der grösste 

Divisor des grössten gemeinschaftlichen Theilers der vier Zahlen x^y-» 
Xi^-^--> fachet), für den noch die Congruenzen (10.) bestehen. 

Vergleicht man das System der Congruenzen (10.) mit dem Systeme 
(5.) in No. 2, so ergiebt sich, dass o mit dem dortigen y übereinstimmt, 
daher ist 

d d, rf, (,-,<„»,) = d d, d, (.•,.,..,) = 

Daher kommt eine im Producte 77 der Gleichung (2.) vorhandene g" Wurzel 
der Einheit genau -2^ = «mal vor; und da die Anzahl aller vorkommenden 

gleich — so folgt, dass alle g ,¥n Wurzeln der Einheit vorkommen, und 
jede h mal. Dieser Nachweis war das »weite Erforderniss zur Begründung 
der Gleichung (2.). 

Sind ei, ei, ... wieder Zahlen respective aus den Reihen 0, 1, ... 

fffi^ — 1, 0, 1, ... -^£^--1, welche der Congruenz: 

(1-.) e ' 1 p l -~+e;(» J ^+ - = 0 modö 
genügen, wo c' u jetzt den grössten gemeinschaftlichen Theiler von J„ und (£„<f„... 
tß-ii <^.+n • • •) bedeutet und ff M = ist, so hat man analog der Gleichung (2.) 

(2 s .) /- j— \ - 7/ t e , ( i 1 'iod,p ft «;r;iod t f 
V~^/ " " 1 11 -fei 

Es sei c^ — a^.c'p, wo tr„ eine ganze Zahl ist; multiplicirl man die Congruenz 
(l a .) mit (T, so erhält man gemäss der Relation j—iVO 

Setzt man e.ot.^ei', e\a 7 = &, . . so geht diese Congruenz über in: 

Jooraiü für M.in.ro.tik Bd. LXV. H»fl 1. 12 
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(1*0 •Pfkrr+tfftT" +*" — 0 modr, 
und, weil ^i = a^ <T»=-a,(f„ die Gleichung (2°.) in 

\ P p« 
wo das Product sich auf alle Zahlen respective der Reihen 0, 1, ... 

2^20-1, 0, 1, ... ... bezieht, welclie der Congruenz (1*.) 

genügen , da, wie man leicht sieht, die Grössen el ei, . . . , wenn sie dieser 
Congruenz genügen, von selbst respective durch er,, ... theUbar sein 
müssen. — Man kann also in der Gleichung (2 A .) die oberen Indiccs der 
Grössen e weglassen und das Product IT über alle Werthe der Grössen e,, 
C», . . . aus den eben angegebenen Zahlenreihen erstrecken, welche der Con- 
gruenz (1.) genügen, nachdem man darin e gleich Null gesetzt hat. 

6. 

Substiluirt man in dem Ausdrucke R (Gleichung (2.) in Nr. 4) für jeden 
Factor / — ^— \ , . . . / — \ ... seinen Werth aus den Gleichungen (2.) 

y-w) y-w) 

und (2*.) der vorigen Nummer, entwickelt die einzelnen Facloren in Reihen, 
und multiplicirt diejenigen mit einander, die zu demselben Werthsysteme der 
Grössen e gehören, so erhalt man: 

jt d'ludm e e, ä\ Ind, m t <? t d t Lad, m 

(l.) R = (i-i) n 2j =i 

e,«,,e„... m 

In dieser Gleichung bezieht sich das Productzeichen 77 auf alle ~ Werth- 
systeme e, c,, e 2 , . . ., die der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genügen, 
das Summenzeichcn S m jedesmal auf alle positiven ganzen Zahlen, für welche 
die vorhandenen Indices einen Sinn haben. Wenn z. B. tr = 0, c,. e,, . . . 
aber von Null verschieden sind, so bezieht sich X m auf alle Zahlen, die mit 



n' = — keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Den Grenzwerlh des Ausdruckes R für s= 1 finden wir mit Hülfe der 
von Dirichiet in der Abhandlung über die arithmetische Progression gegebenen 
Gleichungen : 
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(2.) Iim('-l)<2--~r (für ,= 1) = 1, 

(3.) w " =J ~ — dx. 

n i-x"' 

In der letzten Gleichung sind y, y M y„ . . . ganze Zahlen, die nicht alle zu- 
gleich verschwinden; das Summenzeichen links bezieht sich auf alle positiven 
ganzen Zahlen, für welche die vorkommenden Indices einen Sinn haben, das 
Summenzeicben rechts auf alle Zahlen <»,, und prim zu « n wo «, den 
Complex aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpolenzen bezeichnet, in 
Bezug auf welche liukerhand Indices vorkommen, wahrend die Integration 
auf reellem Wege von 0 bis 1 auszuführen ist. In der Gleichung [2.) da- 
gegen bezieht sich das Summenzeicben auf alle positiven ganzen Zahlen. 
Setzt man 

(4.) L Y y (*) = ^lodm^lnd^Mnd,* . . . x » 

wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m kleiner als n, und prim 
zu fti bezieht, und ist u>, eine primitive Wurzel der Gleichung x m ' =1, so 
erhfilt man durch Zerlegung in Partialbrflche aus Gleichung (3.) 

f I n d W|r ,Ind,m^I n d t m , , , ^ 

* m — -P r,., t ,r w J"'y! t^p: 

Hieraus folgt: 

^Indm^y, Ind, m gfi l n ^i m 



• • ■ 



(»■) 

wo •(»!) m y(l — w[) ( 1 — wf' ) , welches eine von Kummer mit dem Namen 
Kreutheilnngteinheit belegte complexe Einheil ist. 

Ist z. B. », =p n p"'p" 1 ' und *, ij respective primitive Wurzeln der 
Gleichungen = 1, *? = 1, = l, so ist 

(6.) r y ,,„,,(«i) - ^*.rfs 

wo 2 ß , — s ' cn respective auf alle Zahlen kleiner als /?' und ohne 

den Theiler p, kleiner als p"> und ohne den Theiler p, , kleiner als p" und 
ohne den Theiler />, beziehen. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn / mit n, den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler hat, f M y (<4) verschwindet, 



12 
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ausser wenn y~ 0 moä> p , y k ~0 mod/»?-, y, = 0 mod/»?«. Umgekehrt wenn 
die höchsten in y, y, , y, enthaltenen Potenzen von p, ;>,, j», respective p Q , 
j>fS sind, so verschwindet ^(«Öi ausser wenn / = 0 mod/»?/»?'/»^. 
Hieraus folgt, wenn y t = y\pV, ^ = ^M ,, und /, yl, y' t respective 

nicht mehr durch p, p t . /», theilbar sind, so ist nach Gleichung (5.) 

wo die Summation rechts sich auf alle Werthe von l kleiner als p"~*pt ,- «*f»J»-«» 
und prim zu i», bezieht. — Setzt man für eine dieser Zahlen /, = mod»,, 
so durchlauft m' mit m alle Werthe, die kleiner als n, und ^-im zu «, sind, 
nnd man erhall 

Daher geht die Gleichung (7.) Oker in: 

[ ^Indm^.Ind.m^Ind,« 
l m m 

wo rechts so wie in Gleichung (7.) zu summiren ist. 
Man findet nunmehr ohne Mühe: 
1) wenn y + yi+y, eine gerade Zahl ist. 

jy Ind m jy x lud, m y, Ind, m 

y ?, f J 



(»•) 



(10) 



2) wenn y eine ungerade Zahl ist, 

^ Indm ^ Ind, m ^ t Ind, m 

^ — — — _ — 

m 
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In beiden Gleichungen ist rechterhand so wie in (7.) und (8.) zu 
Setzt man p"~* pl'~ Q ' p"~ e > = so ist 

Ferner ist: 

wo cu eine primitive Wurzel der Gleichung x m = 1 bedeutel. Hieraus folgt: 
1) wenn y+yi+^i eine gerade Zahl ist, 

^ylndm^, Ind.m^.Ind.m 



(9«.) 



= _J_, U^^O^i-r^^r^^ir^^'iogey), 

»l 7>7|<7| 

2) wenn y+/i-f-yi eine ungerade Zahl ist, 

/ ^-Indp^, Ind, wi s y,Ind, m 

) ^- ^ 

(10") ( 

die Summatinnen rechter Hand in beiden Gleichungen sind auf alle Zahlen 
kleiner als » und prim zu », zu bezichen. 

Wir können nunmehr zur Bestimmung des Grenzwerthes von R 
übergehen. 

Es bedeute für irgend einen Factor des Productes in Gleichung (1.) 
« das Product aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpotenzen, denen 

nicht verschwindende Werthe der resp. Grössen e entsprechen, eine 

primitive Wurzel der Gleichung = 1, p f , p\>, p\\ . ... respective den 

grössten gemeinschaftlichen Theiler von p n , jfl», ... und e, e,, e,, . . 
und man setze, 

wo sich die Summalion auf alle Werthe von /, die kleiner sind als n 
und prim zu dieser Zahl, bezieht. Es sei nunmehr 

t (/<«•••) 
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wo sieb das Productzeichen auf alle mit der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer verträglichen Combinationen der Grössen e, mit Ausnahme der Com- 
bination 0, 0. 0, . . . 0, bezieht, so dass die Anzahl der Facloren von A gleich 
Jüffl — 1. Eine genauere Discussion des Ausdruckes A wurde zeigen, dass 

er die Gestalt />'/>''/>'. ..., wo die Exponenten e, f,, ... rationale Werthe 
haben, annimmt. Wir gehen jedoch aus dem Grunde auf die Ermittelang dieser 
Exponenten nicht ein, weil es zweckmassiger scheint, den Ausdruck A in Ver- 
bindung mit einer Determinante im Schlussausdrucke der Klassenanzahl zu 
betrachten, gegen die er sich wegheben muss. 

Es seien ferner /, . . . respective die kleinsten Reste von /, 

Ix, Ix 1 , Ix 3 , . . . modn und 

nS, = 

so weil fortgesetzt bis das erste Glied wiederkehrt, so hat man in Folge der 
Congruenz (1.) in Nr. 5 

2,§- e3 ' Ind e > 6 > Ind ' *£■ e » r « Ind » l . . . / 
_ n2 ;£- ed'ln&l^-- e, d, Ind, Ig- e t 9 t Ind, / ^ 

wo die erste Summe auf alle Werthe von /, die kleiner als n und prim 

zu H e , . sin d, zu beziehen ist, die zweite Summe auf solche von diesen 

> e n =»>••• 

Zahlen, wovon nicht der Quotient zweier einer Potenz von x nach dem 
Modul n congruent ist. Wir setzen diese zweite Summe 

y t— e S' Ind l c — e. d\ Ind. Iz—e.i, Ind,/ c v , m „ \ 

Es sei ferner 

£(«>') = e(u>')e(u) u )e(ti)'"')... 

so weit fortgesetzt bis der erste Factor wiederkehrt, und 

1) für den Fall dass t ungerade, oder x gerade ohne dass x* T = — i mod « 

Sir eö'lndl.- e, i\ Ind, f & - e, 8 X Ind, / Xoge^ 1 ) 

= 2Z,e- •* lnd '|- «■ l nd - 'g- * J . Ind * . . log E (£»') = 21 (e, 4 , e„ . . .) ; 

2) für den Fall, dass * gerade und x^^-l modn 

^^-^'Ind/.-e.a.Ind.^-^.i'.Ind,/ |oge(ujl) 

wo die Summen I und £' sich auf die Werthe von / beziehen, die prim zu 
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*e,c ,«„... sin<1 und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Polenz 
von x (modn) und die unterhalb in für L und unterhalb « für L liegen. 

Unter den Grössen (?, J, , <f 2 , . . . enthalte d die höchste Potenz von 2, 
welche überhaupt in einer derselben als Factor vorkommt Alsdann sind die 
Zahlen <F,, <T,, . . . sfimmtlich ungerade, und daher e,£j + + =Cj+e, + - 
(mod2). Man bestimme nun alle Systeme der Grössen e,, e,, welche 
der Congruenz 

e ^ ( C ,c„c t ,.,.) + ^^ (c > c„c t ,, > .) + ^ 0 mod (g,c,,c ) 

genügen. Es sei für irgend eines dieser Systeme 

0| c, c 

so muss der zugehörige Werth von e der Congruenz: 

ep+(? = 0 modc 
genügen. — Ist nun e,, e,, ... ein System, welches der ersten Congruenz 

genügt, so ist auch e t + k K ' " , «a, ein solches System, wenn k 

c 

eine beliebige ganze Zahl bedeutet und die erste Grösse nach dem Modal 

- ^ reducirl ist. Da aber der letztere Modul eine gerade Zahl ist, so hat 

diese Reduction auf den Charakter der Summe e.-f «! + ■•• in Bezug auf den 

Modul 2 keinen Einüuss, und weÜ (r ' c '' c } ungerade ist, so folgt daraus, 
dass diese Summe ebenso oft gerade als ungerade ist. Ist <V gerade, so ist 
ed'+e l d' 1 +e 7 # 1 +'-- = e,-f e,+ "(mod2), daher wird auch die erstcre Summe 
ebensooft gerade als ungerade. Ist aber cT ungerade, so muss man die 
Fälle unterscheiden, wenn auch <J also auch c ungerade, oder wenn das 
Gegentheil stattfindet. Im ersteren Falle sei e, e,, e,, ... ein der Congruenz 
(1.) der vorigen Nummer genügendes System, so bilden auch die Grössen 

e+kc, e,, ej, ... für Ä = 1, 2, ... ^ — 1 ein solches. Da aber c un- 
gerade ist, so wird ed'-i-e,(F l -{-eiöi + -' ebenso oft gerade als ungerade. Im 
anderen Falle, wo c gerade ist, ist G~^e, mod2, wenn die Summe sich 
auf diejenigen der Indices 1, 2, ... bezieht, für welche c f dieselbe Potenz 
von 2 enthalt wie c. — Es muss aber e+G~0 mod2 sein, und daher 
etT-f e.tTj + e + congruent der Summe der übrigen Grössen e -{mod2;. 
Diese Summe aber ist ebensooft gerade als ungerade, da, wenn z. B. e, ein 
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Glied derselben ist, e a + k Cc,c " c " " 0 ebenfalls ein Glied einer solchen Summe 

c 

ist. Es ist also in allen Fällen ed' + e,<Ti + e,<T 2 H — ebenso oft gerade als 
ungerade, ausser wenn alle Grössen c eine gleich hohe Polenz von 2 ent- 
halten. Dieser Fall tritt aber dann und nur dann ein, wenn t gerade und 
x** — — 1 mod«, und in diesem Falle ist die Summe etf ■ J t-e i d l -\-e*tfi + "' 
stets gerade. — 

Setzt man endlich 

I7K(e,e l ,e 7 ,. .) = P, IIL(e, «„ ...) = Q, fIL'(e, e,, c, ...) = 0', 

wo das erste Productzeichen sich aur alle der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer genügenden Werthsysteme der Grössen e bezieht, für welche 
etT-f e,<f, + e,<Ji + -" eine ungerade Zahl ist, während sich das zweite und dritte 
Product auf alle diejenigen Systeme beziehen, für welche «F+ e,ö*i + e,<F,-f~ 
eine gerade Zahl ist, so erhält man schliesslich: 

1) wenn r ungerade, oder t gerade und x* r nicht = — 1 mod« 

yo . tfe» 2L^..j tSSL 
(11.) IimÄ = (-1) 1T ./(-l) " .2 * .n a * .A-f.?, 

I8n=l 

2) wenn % gerade und x» T = -l mod« 

(11-.) IimÄ = -Ä.Q'. 

7. 

Ehe wir zu der zweiten Summalionsweise der Reihe R, wie sie die 
DiricA/efsche Methode erfordert, übergehen, ist es nothwendig, Einiges über die 
complexen Einheiten in n voranzuschickeo. 

Ist n eine ungerade Zahl, so besitzt, wie Kronecker (dieses Journal 
Bd. 53, pag. 176) gezeigt hat, jede complexe Einheit in der Theorie der com-, 
plexen Zahlen in tu, £(<*>), die Eigenschaft, dass 

£(»-') = ±ü//4'(cu), 
wo h eine ganze Zahl bedeutet. Da för eine complexe Einheit in n die Glei- 
chungen E(a>) = E(to") = Eiu)*') = = Eito*' ) statt haben, so ist, wenn t 

gerade und x' T ~— 1 mod«, E((o* ) — E{uj~ x ) — E{vo\ oder es sind in diesem 
Falle alle Einheiten real. Ist aber x ungerade, oder x gerade und nicht 
= — 1 mod«, so folgt aus den beiden Gleichungen E{w~ l ) = ±<o h E{w) und 
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E (tu—) = £(tü-«) = ± ia h *E (tu") = + u) h 'E (», dass »^»«l, oder A(x-1)=0 
raodn. Es habe daher x— 1 mit n den grössten gemeinschaftlichen Theiler *, 
so muss A = 0 mod — sein; oder tu* ist eine *" Wurzel der Einheil. Es 
sei e eine Wurzel der Congruenz 2< — Ah^O mod», so hat E'{ou) = <o*E{ui) 
die Eigenschaft, dass £'(tü~') = + £'(to). Es wird also jede complexe Einheit 
in n durch Multiplication mit einer Wurzel der Einheil entweder real 
oder rein imaginär. Ist » so beschaffen, dass es Einheiten der letzteren Art 
giebt, so sei E» irgend eine derselben, so ist E"{w) = gfajvT reo '' wenn 

£ = 0 oder 1 gesetzt wird, je nachdem in der Gleichung £(ur"') = + «''£» 
das obere oder unlere Zeichen gilt. Es ist also E{w) — tt/E»*.f£"». 

Es werde nunmehr r = T*r) gesetzt, so ergiebt sich aus den von 
Di Hehlet gegebenen Sätzen über complexe Einheiten, (Monatsberichte der 
Berliner Academie Jhrg. 1846): 

1) wenn t gerade und x lT — 1 mod«, so giebt es v— 1 reale und 
positive Einheiten in n, ^(tw), f ? (a>), ... e r _,», die ein Fundamentalsyslem 
constituiren, so dass jede complexe Einheit in n, £», dargestellt wird durch 
die Gleichung 

(i.) Bw = tiii»)* *,(«)"•... «,-,» M - 1 , 

wo «i„ m,, . . . »»>_, positive ganze Zahlen sind. 

2) wenn t ungerade, oder r gerade und x* T nicht = —1 mod», so 
giebt es ein Fundamenlalsystem von \v— 1 realen uud positiven Einheiten 
«,(to), f 2 », .. . *i,_i(«>), so dass in diesem Falle jede complexe Einheit in 
jt, £», wenn es rein imaginäre Einheilen giebt, dargestellt wird durch die 
Gleichung 

(2.) E{u>) = ±t»'E(ü>)^ 1 (ü>)' n 'f J ( t i>) w, *... e , > _ I (ü>) m »-', 

wo m,, ff*, ... »»,,,_, ganze Zahlen sind, und u>* eine s" Wurzel der Einheit 
bedeulet, und wo £ = 0 oder 1 zu setzen ist. — 

Wenn es keine rein imaginäre Einheilen giebl, so hat man dagegen: 

(2°.) E» = ±m % e l (io)"''e 2 (w) m '... fit _ l (w) m ^. 
Bezeichnet man die Anzahl der nicht äquivalenten Klassen der idealen 
Zahlen in n mit H, und bedeutet /"„» eine zur a ,rn Klasse gehörige ideale 
Zahl, so ist 

Journ»! für M»them»lik Bd LXV. Hrft 2. 13 
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wo 2 U) sich auf alle verschiedenen idealen Zahlen der a' Klasse bezieht, 
und wo mit f{ut) jede wirkliche complexe Zahl bezeichnet wird. Es ist nun- 
mehr leicht zu zeigen, dass die Grenzwerthe dieser einzelnen Summen für 
g = 1 unter einander gleich sind, so dass 

(SO limÄ - HUms ß-*^, für «=1, 

wo die Summe rechter Hand sich ouf alle wirklichen complexen Zahlen in n 
bezieht, die nicht durch blosse Einheitsfactoren verschieden sind. — Die Unter- 
suchung des Grenzwerthes dieser Summe erfordert die Unterscheidung der 
beiden Fälle : erstens x ungerade oder x gerade und x** nicht = -1 mod n, 
zweitens x gerade und x* r = — 1 mod«. 

I. r ungerade, oder t gerade und x* r nicht = — 1 modn. 

Bezeichnet man den Grenzwerth der Summe 2 [Nf fflr * =1 mit G > 
so ergiebt sich aus den von Dirichlet und Kummer entwickelten Principien, dass 

G= * l im * für T=oo, 

wenn N die Anzahl der Glieder der Reihe bezeichnet, für die Nf(w) < T, 
und wo die Coefficienlen «g, o,, o,, . . . a r( „>_i in 

ausser durch die y(w; Gleichungen vertretende Bedingungsgleichung 

(4.) rw = a«) 

durch das folgende System von Gleichungen eingeschränkt werden: 

*£a(c/')z. = 

In diesen Gleichungen bedeuten ^(cu), fj(tu), ... «t„_i(tw) zu einem Funda- 
mentalsysteme zusammengehörige reale und positive Einheiten in n, die Grösse 
c eine beliebige Constante, r,, r 2 , . . . r, die >' Zahlen, welche kleiner als n, 
prim zu n, und wovon der Quotient j e zweier nicht congruent einer Potenz 
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von * (modn), und endlich s„ ... a |r _, zwischen Null und Eins liegende 
Zahlenwerthe. Mit dem Symbol / wird der natürliche Logarithmus bezeichnet, 
und r_, ist gleich »— r t . Endlich muss £=1 oder Null gesetzt werden, je 
nachdem eine rein imaginäre Einheit in n existirt oder nicht existirt. 
Setzt man a, — a,.t für a = 0, 1, (p(n) — 1, und 

so dass f(">) = t-j^, nimmt man ferner c = -p- an, so hat man in dem 

» — 1 

Ausdrucke G = um 2 j i to^ ■» für jeden Coefficienten a die Glieder einer 

L V J 

nach positiver und negativer Seite sich ins Unendliche erstreckenden arithme- 
tischen Reihe mit der Differenz t und dem Anfangsgliede 0 zu nehmen, welche 
mit den Bedingungen 

(6.) /v)-/»< 

i • • 
('fA(«/>-')*. = |/r/(«^-«)/*(» r -^)] 

verträglich sind. — Nimmt man T= an, so geht die Bedingungsgleichung 

-^-<Tüber in: 

(8.) Nf (•)<.. 

Nimmt man / unendlich klein, so werden die Coefficienten in /"(to) reale 
Variabein. Sind nun « r , n r , . . . ?i r die primitiven Perioden , so genügen 

dieselben bekanntlich einer algebraischen Gleichung F(x)=0, in der die Coef- 
ficienten ganzzahlig und der Coefficient der höchsten Potenz von x die Einheit 
ist. Da wir (s. No. 3) annehmen können, dass die primitiven Perioden nicht 
verschwinden, so können auch nicht zwei derselben einander gleich sein (vergl. 
die o. a. Abb. von Kummer vom Jahre 1856 §. 2, und meine o. a. Arbeit 
No. 4). Daher folgt bekanntlich aus der Gleichung (6.), dass 

[9.) r'(u> r ») = x ü +x 1 jr r4 +x ;7 i , rt + -..4-x K _ 1 7i;- 1 

13* ' 
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für o«i, 2, ... v, gesetzt werden darf, wo x 0 , a-, , x 3 , ... x r _, reale 
Grössen sind. Daher ist 

(10.) G = 2^7/ M dx„dx l ...dx r _ 1 , 

ein yfaches auf die Variabein x„, ar n ... av_, erstrecktes Integral 
ist, mit den durch die Gleichungen (7.) und (8.) ausgedrückten Grenzbedin- 
gungen. — Es sei 

(11.) y. = /> r «), 
führt man mit Hülfe der v Gleichungen (9.) die Variabein y an die Stelle der 
Variabein x in das Integral (10.) ein, und setzt die nicht verschwindende 
Determinante 



1 *, 
1 n 



• * • 



n 

* 
* 



Y—i 



r-1 



= D, 



so ist bekanntlich 



und die Grenzbedingungen (7.) und (8.) werden: 



(13.) 



Iki^"-')*. = $'(y»,-,.y-«,-,>), 

(14.) y,yj. .y r < 1. 
Die Variabein y t und y_, haben conjugirte imaginflre Werthe. Setzt man daher 

(15.) lf, = «.+« lr+ .Y-l, /y- = «.-«♦,+.• r 7 - 1 
für a = 1, 2, ... und transformirt das Integral (12.) in die Variabein 11, 
so findet man ohne Mühe 

(16.) G = (-1)K^^ : / ,( V U ' e 2 "'. . . e^dn^u, . . . rf Mjr+l d«, r+1 . . . <fo,. 
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-f A(«> r 'K - «., 



(17.) 



kr« 



(18.) e 2 % 2u « . . . e 2tt " < i. 

In diesen kommen die Variablen «j r+ », . . . nicht vor, nnd man hal 

daher in Bezug auf jede derselben zwischen den Grenzen — \n und +\n zu 
integriren. Aus (18.) folgt, dass man in Bezug auf w Mjr zwischen den 

Grenzen e 2 " 1 ' = 0 und e 2u » r = e -2B ' e -2 " 1 . . . e -2 "»'-' zu integriren hal. 
Daher ist 

(19.) G = -i — ^-y-^i y du, </«,... rf« |r _„ 

mit der einzigen Grenzbedingung (17.) — Setzt man die Determinante 

/ Cl (o) r ') t*>y>) 

so verschwindet bekanntiieh diese Determinante nicht, weil «i(t»), f ä (w), ... 
V-iC") ein Fundamentalsystem conslituiren. Man hat daher 

G = s.d J <*M*i...«Iv-., 

wo die Integration in Bezug auf jede der Variabein s 
0 und 1 auszufuhren ist. Es ist also endlich 

cm.) a^-y-y^. 

Hieraus folgt mit Hülfe der Gleichung (3.) 



'<»r_.(«/') 

/^_,(a> r «) 



(21.) 



finü 
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Setzt man diesen Werth von limß dem in No. 6 Gleichung (11.) gefundenen 
gleich, so erhalt man 

(22.) H = <-l)^4£^.|-. 



II. t gerade und x* 1 = — t mödn. 
In diesem Falle ist 

G=]liro-£- für r=». 

An die Stelle der Gleichungen (5.) treten die folgenden: 

'!./*.(</')*. = vieren, 



(23.) 



wo wiederum f,(eo), fj(co), ... V-iC* 0 ) reale positive Einheiten sind, die ein 
Fundamentalsystem constituiren. — Es ergiebt sich auf analoge Weise wie 
im FaHe I. 



(24.) G = rfy,rfy 2 ...rfy r , 



wo y h y,, ... y r reale Yariabeln sind, und die Integration den folgenden 
Grenzbedingungen gemäss geschehen muss: 

£/*.(«/■•)*, = J/y], 



I V — 1 

(25.) /-FA("> r ')». - i/jfj, 



>•- 1 



(26.) y,y,...y, < 1. 



Die zweite derselben erfordert, dass in Bezug auf y r zwischen den Grenzen 0 
rrirt werde. Führt man diese Integra 
K=\ogy] für a = l, 2, ... v— 1, 



und integrirt werde. Führt man diese Integration aus, und setzt 
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so erhalt 



(27.) g = ^y^V*,...**-,, 

wo «j, ... reale Vtriabeln sind und die Integration den folgenden 



r-l 



(28.) /f 4 ^ u,r,) * < 53 



Führt man in das Integral (27.) die Variabein ■„ »,, ... *,_, ein, in Beaug 
auf welche «wischen den Grenzen 0 und 1 zu integriren ist, und »etat die 



Determinante: 

i 





le,(u) r >) . . . 

• 




/*,(«/«) 


l*(aT') . . . 

• • 
• 


/*^,(«> r ') 

• 




U 2 {u> r '- 1 ) . . . 


• 




(29.) 0 - 


w 




(30.) lim/i - 
«= l 



so folgt 
Endlich ist 



Setzt man diesen Werth von limR dem in der vorigen Nummer Gleichung (11*.) 
gefundenen gleich, so erhalt man: 



(31.) H = -2D.A.^r- 



8. 

Die Bestimmung der Klassenanzahl der idealen Zahlen in n lamrt we- 
sentliche Vereinfachungen zu, wenn u keinen quadratischen Factor enthalt, 
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d.h. wenn n=pp l p 7 p i ..., wo p, p„ j>,, /» 3 , ... lauter verschiedene, un- 
gerade Primzahlen sind. Es scheint daher nicht unangemessen, diesen Fall 
besonders zu behandeln. 

Ist n durch keinen quadratischen Factor Iheilbar, so lässt sich jede 
complexe Zahl in to stets und nur auf eine einsige Weise in die folgende Form 
bringen : 

(1.) f(a)) = a,to r ' + Otuf* H ha vM u> r ' i " ) , 

wo a t , a?, ... a v(<) ganze Zahlen, und r,, r,, ... r ¥(B) die Zahlen bedeuten, 
welche kleiner als n und prim zu n sind. 

Denn ist tu* eine nicht primitive Wurzel der Gleichung x" = 1 , und 
ist z. B. * = wo a prim zu p 2 p*. .. ist, und sind /?,, /?,, . . . die Zahlen, 
welche kleiner als />/>, und prim zu dieser Zahl, so hat man die Gleichung: 

(2.) w opp '(l-a/' p * p ' , "- u > /? « p « p »"- ) = 0. 

Ilieraus folgt, dass man jede nicht primitive Wurzel der Gleichung x" — i 
und folglich jede complexe Zahl in die Form (1.) setzen kann. — Es er- 
giebt sich hieraus ferner ohne Mühe, dass die Determinante 

a/V(«) r T(«> 

nicht verschwindet, wenn r,= l angenommen wird; und hieraus ergiebt sich, 
dass man f(to) nur auf eine Weise in die Form (1.) setzen kann. — Ist 
daher f[i»*) = f {*»)•> so hat f(vj) die Gestalt 

(3.) /» = a tJ i r +a 2 x r + ~ + a y Ji r , 

wo a„ «., ... a r ganze Zahlen und r M r t , ... r y die v Zahlen bedeuten, 
welche kleiner als « und prim zu n, und wovon der Quotient je zweier nicht 
congruenl einer Potenz von x (mod»). 
Es sei nun 

I. i ungerade, oder t gerade und * 4 ' nicht = — 1 mod«, 
so tritt an die Stelle der Gleichung (10.) der vorigen Nummer die folgende: 

(4) G = ^^J ir) da l da t ...da r . 

In der Gleichung (12.) der vorigen Nummer , ist an die Stelle der Deter- 



(0 



v> 



r « r ' o> r « r - 
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miuante D die Determinante 

I_ ... 7t 

= E 



n n ... 7i 

'"V.r, "r.r, 1 1 ■ n r r r t 

• ! ! 

\r r \r r ' • • n r r r r 



zu setzen, wo r, = 1 angenommen wird. 

Im gegenwärtigen Falle sind die in No. 5 eingeführten Grössen e, e,, 
4, ... respective durch p, />,, j>j, ... nicht theilbar, nnd es ist: 

r» c | » p | I • • • c » °i > c i > • • • 

wo die Summe auf alle Zahlen / zu beziehen ist, die kleiner als n und prim 
zu n, und wo das obere oder untere Zeichen zn nehmen ist, je nachdem 



«' _ = eine gerade Anzahl von Primfactoren enthalt oder eine 

e » e i» e » . M 

ungerade. — Dieses orgiebt sich aus der Gleichung 

(6.) d/**«. •■•'».•• (+1 4. uf* "'••»• • -f to /?,W '' '•♦•+•••) = 0, 
wenn et eine der Zahlen , die kleiner als « . und prim zu derselben ist, 
während /?,, /?,, ... sammtliche Zahlen bedeuten, welche kleiner als n' . 
und prim zu dieser Zahl sind, und wo das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je. nachdem eine gerade oder eine angerade Anzahl von 

Primfactoren enthalt. — 

Da |«*'™*|f.*>d.*. . . = 1, so ist auch 

W fee e Kee >" ±^ InA '^' M ■ • »I, 
e » e i > e t> ••• «»»i »*!»••• 

wo die Summation rechts sich auf alle Zahlen bezieht, die kleiner sind als 
n und prim zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer 
Potenz von x (modn). — Die Determinante 

l^ 1 ' J'Indr.^VW.Mr, Indr, ^a'.Ind.r, ^ S> lndr r ^ 3,lad t r r 

j ^d'Indr.^J'.Ind.r, ^^Indr.^^Ind.r, ^Wndr^d'.Ind.r; 

• ■ • 

• • • 

^'Wlndr.^a'.'Ind.r, ^'Wlndr.^J'.Ind.r, ^'Wlndr^'W.Ind.r, 

wo tP\ eW, . . . für a= 1, 2, ... v alle statthaften v Combinationen der 
Grossen e, 4, ... darstellen, hat die Eigenschaft, bis auf's Vorzeichen 

für Mathematik Bd. LXV. Heft I. 14 
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unverändert zu bleiben, wenu man an die Stelle von £j, . . . rcspective 
S~\ sTS £r\ - • • selxl. Nach dieser Veränderung heisse die Determinante 
so ist leicht zu zeigen, dass J,J k - ±J~ = V. — Man bilde nunmehr das 
Product der Determinanten J und E, so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung (6.) : 
J.E=±J.nf (<o ), oder 

(8.) e - ±n(^ i*^ t j, 

wo das Product den Zähler des Ausdruckes A in Nr. 6 bedeutet. — 
Der Ausdruck für die Klassenanzahl wird iri unserem Falle: 

(9.) H = .0.. 
Das Product //A . ta> ) lasst sich vermittelst der Gleichung (6.) in 

c,e...... c, « () ... 

No. 6 in der Form p'pl' />''... darstellen, und es ist nicht schwer zu zeigen, 
dass JI»^^, der Nenner des Ausdruckes A, gleich ist fr*.fi* *.JP?V..* 
Hieraus ergiebt sich, dass 

Der Ausdruck (-9,) wird daher, abgesehen vom Vorseichen, 

(io.) m-ij&£$. 

Ist 

II. t gerade und * ,T ==— 1 modn, 
so findet man auf ahnliche Weise, abgesehen vom Vorzeichen, 

(11.) tf=2-g. 

9. 

Zum Schlüsse sei es mir erlaubt auf die Beweise zweier auf die Pe- 
rioden n, bezüglichen Sätze, welche in der vierten Nummer meiner niehr- 
erwahnlen Arbeit enthalten sind, hier noch einmal zurückzukommen. Ich 
werde mich hierbei den daselbst angenommenen Bezeichnungen anschließen. — 
Es wird zuerst folgender Hülfssat» bewiesen: 

Es sei 

(1.) 2.X t (uT,q C ') m 0, 
■* («f. q c ') die daselbst In No. 3 festgesetzte Bedeutung hat, und die Sum- 
auf solche Werthe o bezieht, die incongruent sind nach dem Modul 
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e„ ferner werde vorausgesetzt, dass c, nicht durch p t theilbar sei, und dass 
die Grössen X t rationale, ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung x n ' — i 
(wo n, - ~- gesetzt ist), mit ganzzahligen Coefficienten sind, so ist X, =» 0, 

für olle Werthe von a, auf die sich die Summation bezieht. 

Denn reducirt man die Perioden (uf , q c ') mit Hülfe der Gleichung, 

o m ' 

welcher die primitiven Wurzeln der Gleichung u p ' =1 genügen, derartig, 

dass im redncirlen Ausdrucke B, die Exponenten von u, kleiner als p?'~ { (p,-i) 
sind, so haben in der Gleichung 

(2.) Z t X t R. m 0 

die verschiedenen Grössen H t keine gemeinschaftliche Potenz von u t . 
Denn man hat (s. No. 2. der Arbeit) 

CP.-2j + |( p, (^-3) + ... + |t p f +1 J yW , 

worin nur Potenzen von «, enthalt, deren Exponenten kleiner all 

jaJT* — i), und v(«<) WU Potenzen von « f , deren Exponenten kleiner 
als p?'~ *. — Ebenso ist, wenn a' von a verschieden: 

(4.) Ä„ = X'M-U"'^'- 2 ^^ 

wo /(«,) und v'(«J respective eine ähnliche Bedeutung haben, wie *(«,) 
und V'(«,)- — Aus den am Schlüsse der No. 2 der erwähnten Arbeil ange- 
stellten Betrachtungen ergiebt sich, wenn man der Kürze halber 

setzt, dass %{u,) mit /(u,) und Cy(«,) mit Cip'{u t ) keine gemeinschaftliche 
Potenz von u, enthalten. Aber ebenso wenig kann mit Cy'(«0 oder 

Cy " mit /'(mJ eine solche Potenz gemeinschaftlich haben. Denn damit 
z. B. C,y(u f ) mit /(«,) eine gemeinschaftliche Potenz enthielte, müsste eine 
Gleichung folgender Art bestehen : 

o xc, m, — i o' zc, 

(5.) «? « -f* = «? ■« , 

wo j-, y, a ganze Zahlen sind, d. h. es müsste q a ~^ xc ' == y a '+ w * modo'"' -1 

14* 
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sein, daher auch gPtCa-oO +P.(*-»H i mo dp?: Hieraus folgt 

(6.) (a-a')p t + (x-*)c t .p t = 0 raodi,, 

wo 1, die in der erwähnten Arbeit No. 3 ihm beigelegte Bedeutung hat. 
Aus (6.) folgt (a — a')p t = 0 modc,, oder, da c t nicht durch p t theilbar ist, 
a = a' modc,, gegen die Voraussetzung. — 

Da nun bewiesen ist, dass in der Gleichung (2.) die Grössen R, für 
Werthe von a, die incongruent sind mod c, , keine gemeinschaftliche Polen* von 
u, enthalten, so müssen nach einem Satze von Kronecker (LioueiUes Journal 
B. 19) die Grössen X. für ulle Werthe von a, aufweiche sich die Summation 
in (1.) bezieht, verschwinden. 

Mit Hülfe dieses Lemma wird der Salz am Schlüsse meiner erwähnten 
Arbeit, der die Bedingungen für das Verschwinden einer Periode enthält, fol- 
gendermassen bewiesen. 

Die Allgemeinheit des Beweises wird nicht beeinträchtigt, wenn wir 
der Uebersichtlichkeit wegen n = pT" pT l pT % pT l annehmen, und zwar sei 
Pq> Pi> fh~> Pi- I* 1 *> primitive Wurzel der Gleichung x"° = l, wo 
n i) = pT t p? , p?', so folgt ans den Gleichungen (3.) und (4.) der No. 3dera. A. 

(7.) 

Soll daher n, verschwinden, so muss nach dem obigen Lemma ent- 
weder (t^f, g c °) = 0, oder q Ct ) = 0 sein, und zwar nach einem Satze in 
No. 1 der a. A. für jeden Werth von a. Findet ersleres nicht statt, so hat 
man also die Gleichung 

(8.) (tf, = 0. 
Es sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von und k, gleich ß; von c, 
oder und (2?, 2,) gleich y; von -± un( j ( U gleich d f so ist die Glei- 
chung (8.) gleichbedeutend mit der folgenden: 

(9.) £(r,,''owV c o = o. 

Diese wird ebenso wie die Gleichung (7.) hergeleitet, wenn %n—pT*pT l 
und 3 , primitive Wurzel der Gleichung x n " = 1 ist. Aus derselben folgt 

m, , ^ *j = Q, oder (s^ ,9 ) 
für alle Werthe von a. — Nun aber ist der grösste gemeinschaftliche 
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Theiler von Aj und A„ A,) gleich dem von A 1 und A„-^^, gleich 
dem von ^-ßd und -k./?<7.I^Al, gleich ßd. Aber andererseits ist der 
grössle gemeinschaftliche Theiler von A, und (A„, A^A,) gleich c,, demnach 

iat c, = /9<J. Es ist aber q c * 6 = qP , und der Exponent, zu dem 9 c «(modpf" ) 
gehört, gleich y = -^-<7, daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der 

a. A. («r\/ c O = («rVO- - Ferner ist der Exponent, zu dem 

q c * (mod«,,,) gehört, und der grösste gemeinschaftliche Theiler von ^— ^ y 
und jf'^'ß gleich dem von - r und y^~y, gleich dem von ^^ yd 



und yfi'rf 1 * ,elch Be^iconet man also den grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler von und (A^A,) mit r ÜM so hat man r,„ = yd. Ferner 

, sXq K = q T>' = q T r « ^M^,^^, Daher 

ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A. (»f\f'*) /«). 
Mithin ist entweder («f 9 C ') = 0, oder 

(io.) («TV«)«o. 

Es sei nunmehr der grösste gemeinschaftliche Theiler von A, und r ll4 gleich 
so gehört (modpT«) zum Exponenten i-; und wenn der grösste ge- 



meinschaftliche Theiler von A, und r m gleich y' ist, so gehört q rQi (moip? 1 ) 
zum Exponenten Endlich sei der grössle gemeinschaftliche Theiler von 

und gl^ch cf, so ist die Gleichung (10.) gleichbedeutend mit der 
folgenden: 

(«0 f.tfV'"Xrf*V'«) - o. 

Hieraus folgt nach dem obigen Lemma, dass entweder (uf ", / V ") = 0 oder 

= 0 , für alle Werthe von a. — Nun aber ist der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von A, und r (U , gleich dem von (A», A,) und A,; 
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ferner der grösslc gemeinschaftliche Tbeiier von X 3 und r, n , gleich dem von 
/., und (VM; daher isl der grnsste gemeinschaftliche Theilcr von A 2 und 

(Jq, gieich dem von i. } und fi,,,A,) ~. gleich dem von j!)rß' und 

-ö^il.i-.ft gleich dem von yp?'? «nd gleich /W f . 

daher ist r, /^cT. Nun ist = ^ -^(T, r n = ^- /f, = 9 

q F . Daher isl nach der Gleichung (3 ) in No. 3 in der a A («f", / r *<) 
■= (nj* '\q c 'j. — Ferner isl der grOsste gemeinschaftliche Theiler von i, und 
[ifl. gleich dem von i, und i'Jt,,. i,) -^ . gleich dem von ^r 7' B&d 

gleich dem von ^-/«T and üciA. A_.y'ir, gleich /<T, 

daher ist r,=;'<r. Nuu aber ist = pfr/*, »W=-^-/, *' ' 

daher ist nach der Gleichnng 3.; in No. 3 der a. A. (nf",f r «) 

Damit also fr, verschwinde, inuss eine der folgenden vier Gleichungen 
erfüllt werden 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar der am Schlüsse der a. A. aufgeslellle 
Snta. - 

In der No 4 der n. A. war ferner zu zeigen, dass r.wei formal ver- 
schiedene Periode« derselben Gruppe nur dann gleich sein können, wenn sie 
verschwinden. Man kann >ich beim Reweise ofTonbar auf primitive Pe- 
rioden beschranken (s. d. a. A.) Ks seien i, und n, irgend zwei primitive 
Perioden, und e> werde angenommen, dass 

(13.) n, = n r . 

Nach der Gleichung J.) ist diese Gleichung identisch mit der folgenden: 

iw u.r. Mf. i'-) -w. »'•)] -o. 

den im Beweise des obigen Lemma angestellten Betrachtungen geht her- 
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vor, dass, wenn man (vf , q c °) und. («J**, q e ») so reducirl, dass nur niedrigere 

Potenzen von als die pf*~ i (p„— 1)'" übrig bleiben, und die reducirten Aus- 
drücke respective mit R t und S„ bezeichnet, für zwei verschiedene Werthe 
von a weder zwei der Grössen R noch zwei der Grössen 5 unter sich eine 
gemeinschaftliche Polenz von enthalten. Hatte nun auch kein H mit einem 
S eine Potenz von «,, gemeinschaftlich, so erforderte die Irreductibilitfit der 
Gleichung der primitiven Wurzeln im erweiterten Sinne (s. die o. a. Abhand- 
lung von Kronecker), dass die aus den Wurzeln der Gleichung - - 1 ge- 
bildeten Perioden («,,, q") verschwinden, wodurch a«ch nach Gleichung (7.) 
w, « 0 wird. Enthielte aher eine der Grössen R mit einer der Grössen S eine 
gemeinschaftliche Potenz von «b, so käme diese weder in einem anderen R 
noch in einem anderen S vor, daher mflssteu in Folge der Irreductibilitflt 
zwei mit a„ gebildete Perioden einander gleich sein. Geht man von dieser 
letzteren Gleichheit ans and verführt mit derselben wie mit der Gleichung (1 3.), 
so findet man, dass entweder eine mit j , gebildete Periode, also auch n, 
verschwindet, oder dass zwei mit *„, gebildete Perioden einander gleich wer- 
den. Führt man so fort, so ergiebl sich schliesslich, dass die Gleichung (13.) 
nur bestehen kann, wenn die primitiven Perioden verschwinden. 
Berlin, im Februar 1864. 



Berichtigung. 
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Recherche des poinls a l'infini sur les surfaces 

algebriques. 

Premiere Partie» 

(Par M. L. Paimvin k DouaL) 

Quelques uns des resultats que nous allons signaler pourraient se 
deduire des notions connues sur les plans tangenls eo des points ä distance 
finie, en appliquant a ces cas le principe de continuite; mais, independamment 
de limportance d'une elude directe au point de vue logique, la methode ana- 
lytique que j'expose permet d examiner dans tous ses delails et ses vanetes 
la nalure du contact des plans tangents ä Tinfini, et de discuter les noiu- 
breuses particularites des points multiples ä l infini. Or, dans une foule de 
circonstances , le roode de deduclion que j'ai indique d'abord serait ou im- 
puissant ou peu saiisfaisant. 

Ce memoire est divise en deux parties dont je ne publie dans ce 
momenl que la premiere; eile comprend deux paragraphes respectivement con- 
sacres: le premier, ä letude des poinls simples a 1'infini; le second, ä letude 
des points doubles. La seconde partie sera consacree ä la recherche des pro- 
prietes fondamenlales de la surface asymptote. 

§• I. 

Points simples a rinfini. 

I. Recherche des point« «imples a l'infini. 

1. En representant par -5-, les coordonnees d'un point, on 

pourra ecrire comme il suit fequation d une surface 

(1.) (U) <p m (x,y,*) + t< fm _ l (x, 9t *)+t*<p m _ t (x,y,») + ..- + r<p l , = 0, 

tpi etaut une fonction homogene de degre i des variables x, g, f. 
L equation du plan ä Onfini est 

/ = 0; 

or, en faisant 1 = 0 dans l'equation (1.), nous obtenons 

(2.) (C) <p m {x, ff, *) = 0; 
donc les poinls ä l'infini sur la surface sont sur des droites paralleles aux 
generatrices du cöne (C) ou (2.) que j'appellerai cöne de$ directum* cuymptoHqueM. 
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Cunsiderons uno generatrice qaelconqae de CO CÖne 

(3.) (G) -f- = X = 2_, y.(a,/?,y)=:0; 

le point n rinfmi correspondant sitae sar la surface sera 

Ii I .J 
t = o. 

Les equations d'une droile quelconque passant par le point / (droit© ne- 
cessairement parallele ä la generalrice G) peuvent se mettre sous la forme 

x = ag + X l y 

(5.) (C) y = /*e+^/, y) = o, 

i, /u, v, etant des indetermänees. Ces equations representent en effet une 
droile, car eil es donnent 

x — Xt y — pt * — vi 

cette droite passe par le point / et par Je point (-|- = X, = p, = y) ; 
eile est evidemment parallele a la generatrice 6; la qnantite g est propor- 
tioneile ä la distance du point (X } u , v) au point (x, y, •). 

2. Cberchons la condition pour que la droite G' rencontre la surface 
en deux points coincidant en / c. a. d. pour que la droile G' touche la sur- 
face ä rinfini. 

Remplacons x, y , z par leurs valeurs (5.) dans l'equation (1.); en 
developpant et en adoptant la notation symbolique connue, on trouve 

p"y.K ß, r) 

+Tl i ^+''^f + ''^!^. +«>--.(<■, Ar)] 

Bd.LXV. Heftl. 15 
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Le premier terme 7 •,„ a, ß,y) est nul si la droite G' est parallele ä la gene- 
ratrice G; pour que la droite G' touche la surface, il faul qae le premier 
membre de Tequation (6.) soit divisible par t\ ce qui donne la condition 

11 y a donc une infinite de droiles G' paralleles ä la generalrice G et touchant 
la surface ä Tinfini; le lieu de ces droites s'obliendra en eliminant les inde- 
terminees i, u, v entre les equations (5.) et (7.). 
En ayanl egard ä la relation 

on trouve, apres eette elimination, 

(9.) (/>) x%- +!f ^ + .^ + /^_,(«,/?,y) = 0, 
avec la condition 

(9 bi \) = 0; 

c'est Tequation d'un plan, lequel touche la surface au point / a 1'inGni; je lui 
donnerai le nom de plan tuymptote. 

II est facile de verifier que Tequation du plan asymptote se deduit de 
celle du plan tangent en un point a distance finie. 

Le plan asymptote est aussi le plan diametral des cordes paralleles 
ä la generalrice G; et ici, comme dans les surfaces du second ordre, ce plan 
diametral singulier est parallele ä ses cordes; ceci resulte evidemment de la 
relation (8.). 

3. Hemnrque I. Le plan asymptote est parallele au plan touchant 
le cöne des directions asymptotiques suivant la generalrice G; car Tequation 
de ce dernier plan est 

*^ + y-|^ + *^r = 0, avec la condition <p m {«, ß,y) = 0. 

Remarque II. Toutes les droites paralleles a la generalrice G et 
situees dans le plan P touchent la surfaco ä Tinfini. (Test la propriete or- 
dinaire des plans tangents: toutes les droiles situees dans un plan tangent et 
passant par le point de contact y rencontrent, en ce point, la surface en deux 
points coincidents. Dans le cas actuel, le point de contact / est a Tinfini, 
donc toutes les tangentes sont paralleles entre elles; elles sont, en outre, 
paralleles ä la generalrice du cöne qui determine le point ä Tinfini considere. 
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Remarque III. Dans un plan tangent ordinaire, le point de contact 
est nn point double de la section de ia surfare par ce plan, el les tangenles 
en ce point double (dites tangentes inflexionnelles) rencontrent, en ce point, la 
surface en trois points coincidents. 

Pour obtenir, dans le cas present, les tangentes inflexionnelles, il faut 
exprimer que le premier raembre de fequation (6.) es» divisible par t 3 , ce 
a la relation 

+ « (> + ' tt 1 ) + C«. A r) - o. 

Si, a Paide des relations (5.), nous eliminons les indeterminees X, u, v, on aura 
Fequation de la surface sur laquelle se trouvent les tangentes inflexionnelles. 
En ayant egard aux relations (7.) et (8.) et aux identites qui caracterisent 
fonetion homogene f(a,,3,y) du degre », savoir: 



(10.) 



on trouve pour l'equation de la surface eberebee 

| +»(«% ä +f ^+«% i )+w^-.(«.Ar) = o. 

On verifie aisement, que la surface S est la polaire du second ordre du 
point ä l'infini (J^ = = y , ( = o) ou la surface diametrale du second ordre 

correspondant aux cordes paralleles ä la droite G. 

L'inlersection de cette surface par le plan asymptote P donne les 
droites qui rencontrent la surface en /, ä l'infini. en trois points coincidents 
c. a. d. les tangentes inflexionnelles correspondant ä un point de contact ä l'infini. 

Nous allons constater que le plan P coupe en effet la surface S sui- 
vant deux droites paralleles. 

Le cöne asymptote de la surface S est parallele au cöne 

15* 
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on voit dabord que la generatrice = = y) est sur ce cdne, et que 

le point ä rinfini / est sur la surface S; ceci resulte immedialement des re- 
lations (8.) et (11.). Maintenant le plan tangent en / ä la surface S a pour 



equation qui se reduit ä 

c'est celle du plan P. Ainsi le plan asymptole P touche la surface S au 
point / ä rinfini; il est donc tangent au cöne asymptole de S, et, par suite, 
coupe cette surface suivant deux droites paralleles a la generatrice de con- 
tact avec le cdne asymptote, c. a. d. a la droite G. D'oü: 

La courbe d'intersection de la surface proposie U par un plan asymp- 
tote P a un point double ä tinfini; les deux tangentes en ce point double 
sont les intersections de la surface S par le plan P; ces deux droites sont 
dites tangentes inflexionnelles. 

Cette derniere denomination est justifiee par la seconde des proprietes 
suivantes: 

Un plan quelconque passant par le point I ä Cinflni c. ä. d. parallele 
ä la droite G coupe la surface U suivant une courbe passant par le point I 
et ayant pour asymptote en I Cintersection du plan asymptote par le plan secant. 

Un plan quelconque passant par une des tangentes inflexionnelles coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point d'inflexion en I ä finfini; la 

Je n'insisterai pas sur la premiere propriete; quant u la seconde, eile 
peut se deraontrer ainsi: 

Prenons la tangente inflexionnelle pour axe des a, c. ä. d. exprimons 
que Taxe des * appartient au plan asymptote P et a la surface S, on trouve 
alors que les fonetions <p m , <p_i, doivent etre de la forme 

<pm = — +*'- l (Ax + By), 
9U-i = -+*- , M 1 *+tf,y), 
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en ordonnant ces fonctions par rapport aax puissances croissaotes de *. Or 
l'intersection do la surface U parle plan x* ou y 0 (qu'on peut regardor counme 
ud plan quelconque passant par la tangente inflexionnelle) a poor equation 

(oas-H \-Ax3^ i )+t{a t x m -'+'-- + A l x* m - i ) + t\a 1 x m - :, + '--+A 7 xi m - 3 ) + --- = 0; 

la droite x = 0, c. a. d. Taxe des *, est evidemment une tangente d'inflexion 
au point / ä l'infini, car ce point est, dans le cas general, un point simple. 
(Voir, pour Tetude des points a 1'inOni dans les courbes algebriques, les N'"** 
Annales de M. M. Gerono et Rouhet, annee 1864.) 

Remarque IV. Lorsque le cöne des directions asymptotiques est ima- 
ginaire, il n'y a pas de points reels ä llnfmi sur la surface U. 

Si la generatrice G (-^- = -J- = y) est une generatrice reelle de ce 
cöne, le plan asymptole correspondant sera reel, mais les tangentes inflexion- 
nelles peavent ne pas etre reelles. Ces tangentes seront reelles, si la snr- 
face S est un byperbololde ä une nappe, ou un cöne reel, ou un parabo- 
lolde hyperbolique, ou un cylindre hyperbolique; elles seront imaginaires, si 
la surface 5 est un ellipsolde reel ou imaginaire, ou un parabololde elliptique 
ou un cylindre elliptique. Dans le premier cas, le plan asymptole P coupe 
la surface t suivant une courbe ayant un point double non isole ä l'infini, 
c. a. d. ayant des branches infinies reelles; dans le second cas, le point 
double ä l'infini est isole. 

Remarque V. La surface formee par les tangente* inflexionnelle» qui 
corretpondent aux point* ä Cinfini eil, en general, de f ordre m(3m — 4). 

Le lieu des tangentes inflexionnelles s'obtiendra en eliminant a, ß, y 
entre les equations (12.) et (9.), c. ä. d. 

(13 ° -^+FT?+^+^(«.Ar)-o. 

' Vm(*tß,7) = 0. 

Or, lorsqu'entre trois equations homogenes par rapport ä trois variables et des 
degre s respectifs m,. »,, p, . on elimine ces variables, le resultat de l'elimi- 
nation est du degre »,/>, par rapport aux coefficients de la premiere de ces 
equations; du degre mjp n par rapport a ceux de la seconde; et du degre 
P ar rapport ä ceux de la troisieme. Dans le cas actuel, on a 

m, = m— 2, «, = m — 1, Pi — m; 
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en oiiin- . les coefficients de la premiere equation sodI du second degre par 
rapport aux variables x, y, s; ceux de la seconde sont du premier degre; 
et ceux de la troisieme, du degre zero. Donc le resultat de l'elimination 
sera, en x, y, *, du degre 

2»ipi + l W1P1 +0.m t n t = 2m(m— l) + m(m — 2), 

c. n. d. du degre 

m(3«i — 4). 

L'equalion de cette surface ne depend que des coefficients des fonetions tp m9 
ffm-xi Vm-i', donc la surface, lieu des tangentes inflexionnelles pour les points 
ä rinfini, sera la meine pour toutes les surfaces 

V.l*> 9» «) + * <P— » (*> V> *) + e Vm^t t>, y, *) + PF m _ s («, g, », / ) - 0, 
F m -i{x,y,i,t) etant une fonetion arbilraire homogene du degre (m — 3). 

Remarque VI. Dans le cas des surfaces du second ordre, le cone 
C est parallele au cöne asymptote, et la surface S n'est autre que la surface eile 
merue. Les tangentes inflexionnelles sont alors les deux generatrices paralleles 
suivanl lesquelles le plan asymptote ou plan tangent au cone asymptote coupe 
la surface; la courbe de section, qui est du second degre et a un point double 
ä rinfini doit se reduire ä deux droites paralleles. La formule precedente 
n'est plus applicable ici, car la premiere des equations (13.) est independante 
des variables a, ß, y. 

Dans le cas des surfaces du troisieme ordre, le lieu des tangentes in- 
flexionnelles est de l'ordrc 3.5 ou 15, en genernl; cette derniere surface 
reste la meme pour toutes les surfaces 

^(x,y,»)-i-t <h (x l y ft )+f<p t (x f y,i) + kt s = 0, 

oü Ar est une constante arbilraire. 



II. Discussion des points simples ä rinfini. 

4. Supposons que la surface S se reduise ä un cöne, c. ä. d. qu'on 
ait l'eqnation de condition 
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(14.) A = 



da* 


da da Oy 


d<f m-l 

~da~ 




<S\r« c^V« 


dtfm-l 


dßda 




dß 


Ö 1 

ö V- 




Ofm- 1 


oyda 


dydß öy* 






d'fm-l d<pm-l 

dfi dy 





= 0; 



alors les deux tangenles inflexionnelles se confondent; la courbe d'inlerseclion 
de la surface U par le plan Pa un point de rebroussement ä 1'infini et la 
tangente de rebroussement est la generatrice de contact da plan P avec le 
cöne S. 

Dans ce cas, les indeterminees «, ß, y, verifient les deux equations 
homogenes 

y.(«,Ay) = o, A = o-, 

la premiere est du degre m; la seconde du degre 4(m— 2); par suite, le 
nombre des solutions communes est egal ä 4m(m-2); donc 

Sur une surface d 'ordre. m, il y a, en generat . 4m(m— 2) point* ä 
finfini pour lesquels le plan taagent coupe la surface suwant une courbe ayant 
un point de rebroussement a finfini; la tangente de rebroussement, laquelle 
est parallele ä la direction asymptotique, nest pas ä finfini. 

5. II peut arriver que la surface S soit un parabololde; ceci a Heu 

lorsque 



(15.) H 



8'fm 
~da~ 



dßda 



dadß 

dß* 



3>, 



Öady 



dßÖy 



dy 1 



= 0; 



dyda dydß 

les plans directeurs du parabololde sont donnes par l'equation 

^+^ + »'^ + *"»=&+'-*k + *|fc = 0. 
La generatrice G est parallele ä Tun des plans directeurs; et le plan P, 
qui est en meme temps un plan asymptote du parabololde (remarq. III), doit 
etre parallele au meme plan directeur; il coupe donc le parabololde suivant 
deux droites dont l'une est ä rinfini; et une seule de ces droit es est ä 1'infini. 
car les deux ne pourraient etre ä finfini que si le plan P etait lui-meme » 
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rinfini. Or ceci ne peut avoir Heu que si la direction asymlotique G est pa- 
rallele ä Taxe du paraboloTde; et, comme nous Ie verrons plus loin, cette 
derniere hypothese exige, outre la relation (15.), d'autres conditions. 

Dans le cas present, les indeterminees a, ß, y, verifient les deux 
equations homogenes 

*.(«,ftr)-o> 

la premiere est du degre m; la seconde, du degre 3(m — 2); par suile, le 
nombre des solutions communes est egal ä 3wi(w— 2); donc 

Sur une surface tT ordre m il y a '3m m - 2 points ä Im [im pour 
lesquets une des tangenies inflexionneües et une seule est ä finfini, parallelement 
ä la direction asymptotique; c. ä. d. que le plan asymptote correspondant ä 
un de ces points coupe la surface suivanl une courbe ayant un point double 
ä rinfini dont une des tangentes est ä rinfini; ce qui revient ä dire que, des 
deux branches infinies correspondant ä ce point double, lune est hyperbolique 
et l'auire parabolique. 

11 est bon de remarquer que les directions asymptotiques correspondant 
ä ces points sont les 3m (m — 2) ar&te* tfinflexion du cöne C; car, nous le 
verrons plus loin, l'equaüon de condition (15.) est precisement celle qui de- 
termine les arttes d'inflexion du cöne C 

Observation. Jusqu'ä present nons sommes restes dans le cas d'une 
equation generale de degre m, c. a. d. que nous n'avons suppose aucune 
relation entre les coeiticients de cette equation. Nous allons maintenant 
exaroiner differents cns parliculiers qui peuvent se presenler et qui entrainent 
l'exislence de une ou plusieurs relations enlre les coefficients de l'equalion de 
la surface U. 

6. Supposons quo les quantites a, ß, y salisfassent aux relations (14.) 
et (15.), c. ä. d. 

tf=0, A = 0, 

lesquelles jointes ä la relation 

donnent trois equations homogenes entre ces indeterminees ; ceci n'aura donc pas 
Heu en general. Admettons neanmoins que ces trois equations aient une ou 
plusieurs solutions communes, et voyons la porticularite que presentera alors 
la surface U. 

Pour cette Solution commune, la surface S devienl un cylindre du 
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second degre elliptique ou hyperbolique; la droit« = - J- = y) est une 

direction asymptotique du cylindre, et le plan P est an des deux plan» 
asymptotes de ce cylindre (on sait qne dans nn cylindre ellipliqne on hyper- 
bolique tous les plans tangents ä l'infini se confondent avec Tun ou l'autre 
des deux plans asymptotes propreraent dits); ia generatrice de contact se com- 
pose de deux droites coincidentes et ä l'infini; donc 

Dans ce cas particulier , le plan asymptote P eoupe la sur face U 
suivant une covrbe ayant un poinl de rebroussement ä f infini, la tangente de 
rebroussement est eile -mime ä iinfim parallelem ent ä la direction asymptotique 
consideree {a,ß,y). 

Si la surface S elail nn cylindre elliptique, le plan asymptote serait 
imaginaire, ce qui ne peut avoir lieo (equalion (9.)) que si la Solution {a,ß, y) 
est elle-meme imaginaire; donc, si la Solution (a,ß,y) est reelle, la surface 
$ sera un cylindre hyperbolique. 

II est important de remarquer que la droite ~ m i » JL n'est pas 
parallele aux generalrices du cylindre S; car, dans un cylindre da second 
degre, les plans des centres se coupent snivant une meine droite parallele 
aux generatrices ; or les plans des centres ont ici pour eqnations 

- c"y, c>'y, o>. a<y—, n 

Pour que la droite (et, /?, y) soit une generatrice, il faudrait qu'elle füt 
parallele a chacun de ces trois plans, ce qui entrainerait les trois conditions 

or, pour l'instant, nous n'admetlons pas ces relalions. 

Remarquons qu'on exprimera que la surface 5 est un cylindre en 
ecrivant que les trois plans (16.) se coupent suivant une meme droite; f equalion 
de condilion sera donc independante des coefficients de la fonetion </>„_?; ceci 
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resulte (Tailleurs de l'equation 11. rar, d'apres Ia relation (15.;, le coef- 
ficient de 2</> - _ I (e,/?,y) est nul. Ainsi, lorsque la particularite que nous venons 
d'etudier se presente dans une surface d'ordre m, eile a lieu pour toutes les 
surfaces du meine ordre dont les equations ont les meines termes du mT" el du 
{«—!)*■' degre, quels que soient les termes de degre inferieur au (••— l)'"" 

7. II peut arriver que la surface S se compose de deux plans qui 
se ooupent, e. ä. d. que le cylindre du cas precedent se reduise ä ses deux 
plans asymptoles; le plan P, qui est en meme temps un plan asymptote de 
la surface S, se confondra alors avec un de ces plans. La droile d'inter- 
section des deux plans n'est pas parallele ä la direction asymptotique; car, 
dans le cas coutraire, on en conclurait comme dans le n°. 6. que les derivees 

^«T 1 80nl nuUes » ce ^ ue n0UB n ' admeUon s pas pour le mement. 

Daus l'hypothese actuelle, les tangenles inflexionnelles sont indeler- 
müiees; c'est qu'en effet 

Toutes les droites parallele* ä la generatrice = = j) et tituiet 

dant le plan asymptote P rencontrent la surface en troi$ pomts coinädents. 
Le pla» asymptote P coupe la turface sukant une courbe ayant un poM 
triple en I ä Finfini; et tout plan pattant par ce point ä finfini, c. ä. d. 
parallele ä la generatrice G coupe la turface suivant une courbe pour laquelle 
le point ä finfini ett un point d'mflexion, la langente Jinfiexion est finter- 
tection du plan P avec le plan t&cant. 

Les tangenles au point triple, c. ä. d. les tangentes situ er? dans le 
plan /' et rencontrant la surface en quatre poinls coincidant en /, seront les 
intersections du plan asymptote P avec ia polaire du troisieme ordre du point 

u finfini (*-=*- = ±,t = Ö)- 
x et p y f 

Afin d'elablir la proposition qu'on vienl d enoncer, nous prendrons pour 

axe des % la direction asymptotique consideree. pour plan des xi le plan 

P; et nous exprimerons que Ia surface S se reduit a deux plans dont un 

est le plan des x» (l'inlerseclion des deux plans ne doit pas etre parallele ä 

faxe des *). En introduisant ces bypotheses, les fonetious 

( 9m(*,*,*) - • ■ (ax 7 + 2bxy+cy )* m - *+{Ax+Bu)» m - '-f-CV\ 

- • • • • {a i x*+to l xy+c i y')»-- i ±{A t x-rB l y)*r-'' + C l *-- 1 , 
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prerment la forme 

(9>— = +Ij4»*+ä»j)»— 

le plan asymptote P et la snrface S ont alors respectivemcnt pour equations 
(P) y = 0, 

(S) y(26a; + cj + (»-l)Ä* + Ä 1 0 = 0. 
La section de la snrface par le plan asymptote y =-■ 0 est 

ia direction asymptotiqne x = 0 correapond a un point triple de la seclion; 
car si Ton pose x = */, on voit que le premier membre est divisible par t 1 , 
quel que soit k. 

L'intersection de la surface par nne droite quelconque situee dans le 
plan asymptote et parallele ä la direction asymptotiqne c. ä. d. ä Taxe des s 
s'obtiendra en faisant, dans 1 equation de la surface, 

y = 0,. x = ki; 

on voit, d apres ce qni vient d'etre dit, que cette droite renconlre le surface 
en trois points coincidents; ce qui d'ailleurs resulte necessairement de la 
presence du point triple. 

Nous pouvons regarder le plan des ya comme un plan qnelcouque 
parallele a la direction asymptotique ; or la section de la surface par ce plan 
x = 0 a pour equation 

la direction asymptotiqne y — 0, c. a. d. Taxe des t, correspond a nn point 
simple ä l'infini; posani y - • kt, on trouve pour asymptote .v—0, et on constate 
que le premier membre de l'equation est divisible par le point a l'infini 
est donc un point d'inflexion dont la tangente est laxe des *. 

Toutes les proprietes indiquees dans l'enonce precedent se trouvenl 
ainsi demontrees. 

8. Observation. Avant de pousser plus loin cette discussio*. il est 
utile de rappeler les relations qni exprfment que le cöne C des directions 
asymptotiqucs a des aretes doubJes, de rehronssement, etc 

La theorie des courbes nous fournit iramcdialement ces relations; il 
suffil de remarquer que si un cöne poasede iine arele double, par exemple. 

16» 
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la secüon du cone par un plan quelconque aura un point double au point oü 
le plan renconlre l'arete double. Or, si nous considerons la secüon de la 
surface conique par un plan parallele au plan des xy, nous pouvons regarder 
— , — , comme les coordonnees d'un point quelconque de la section; une 
remarque analogue est applicable aux sections parallele« aux autres plans 
coordonnes. . 

D' apres cela, nous pouvons ecrire de suite les condilions pour que 
l'arete (tt,ß,y) du cone des directions asyroptotiques 

V- (*,jr,») = 0 

soit une arete double; ces conditions sont 

l'equaüon des plans tangents au cone suivant celte arete double sera 



(18.) 



o, 



(19.) 



,-> d'q> m 



0. 



da* ' 9 dß* ' " dy* ' dadß ' 8a dy 

L'arete ß, y) sera une arete de rebroussement si ces deux plans se con- 
fondent, c. ä. d. si les plans des centres 

o, 

a>. 



a>- , „ av. , _ av, 



(20.) 



SS 
av. 

ay. 



d'(f m _ n 



dyda 



d*<p m , B*g> m 
'^dydß^* dy* 



= o, 



se confondent; or ceci revient ä ecrire que les determinants partiels du de- 
terminant 



(21.) H 



Ö <jP, 



da' 

a>. 



Ößda 

dyda BjÖß 



a>. 

dadß 

ay , 

Bf 

a>. 



dady 

ay. 

3*9m 



Les memes considerations nous permettenl aussi de conclure 
aretes d'inflexion du cone <p m (x, y, *) = 0 sont donnees par les Solutions 
mune8 aux deux equations 

y;(o,/9,y) = 0, tf=0. 



que les 
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Toutes ces remarques n'oflrant aucune difficulte, nous n'insisterons pas 
d'avantage. Revenons mainlenant ä la discussion. 

9. Ailmettons qne la direclion asyraptotique (a, ß f y) soit determinee 
par une Solution commune aax trois equations (18.) 



^=°- ^=°> 



ce qui ne pourra avoir lieu quo sous certaines conditions; nous supposerons, 
en outre, que les relations (18.) ont lieu sans qu'on ait en meme temps 

?>_,(«, Ay) = 0, 

rar. si cela etait, nous anrions (equation (6.)) un poinl double ä l'infini sur 
la surface; c'est une etude que nous n'aborderons que plus loin. 

On voit, par ce qui precede, que les hypotheses admises reviennent 
ä dire que la generalrice (a,ß,y) est une arAte double du cöne C. L'equa- 
tion (9.) montre que le plan asymplote P est ä l'infini; ainsi: 

La surface U tauche le plan de finfini en autant de point* quil y a 
de generalrice» double* distincies datu le cöne des direclion* asymptotiques, 
povrvu que ces generatrices nappartiennent pas au cöne 

<Pm- ifoy, «) - 0. 

Mais le contact du plan ä l'infini presente des differences suivant que la gene- 
ralrice qui correspond au point simple que nous considerons est une arete 
double ordinaire ou une arete de rebroussement. 

1°. Si l'artte (o, ß, y) est une arete double ordinaire, c. a. d. si les 
plans (19.) 8ont distinets, la surface S est un paraboloide dont Faxe est 

parallele ä la generatrice G'(-J = -j- = y). En effet, les plans du centre 

de la surface S ont pour equations 



or, il resulte d'abord des reialions (18.) que ces trois plans sont paralleles ä 
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la droile ~- = -^-«=- y-; et de plus, il ne sont pas paralleles enlre eux, car 

autrement les plans (19.) coincideraient , ce qui est contraire ä nolre hypo- 
these. J'ajoule que ces trois plans ne se coupenl pas suivant ane droite 
unique; car, en ajoutant les equations (22.) respeciivement multipliees par er, 
ß t y, on trouve 

d'oü / = 0, puisque (*,/?,/) different de »ero; donc tous les poinls 
rommnns aax trois plans des cenlres sont dans le plan de l'üifini; et, eomme 
ces plans ne sont pas paralleles, U scnsuit qu'ils se conpent saivanl des droites 
paralleles. Les langentes inflexioonelles sont les deux droites ä l'infini, inter- 
sections da plan P avec le paraboloTde; ou, ce qoi revient au meme, ovec 
les deux plans directeurs de ce parabololde; or les deux plans directeurs du 
paraboloide sont evidemment les deux plans (19.) c. ä. d. les deux plans 
tangents au cöne C suivant son arete doubl«; donc 

Dans ce premer cos, la surface V est louckie par le plan de finfim; 
le point de contoci est, pour la section par le plan ä Ciufini, um point double 
donl les deux tangentes (toutes deux ä FmfiniJ sont les intersections du plan 

* Cinfini acec les deux Diana distincLt tamnenL» ntt rönr C ntieant Cor Ate double 
W 9 *^ # Wwww w^w ^r^n^^^r v>wrf« i*»v»trr». i if Fl ly i Ifta L# w \0*W%S V VWWSV W \m r *. % i 

consideree ou avec deux plans paralleles. 

2". Si l'arele (a,ß,y) est une aretc de rebroussemeul du cöne C, 
les plans (19.) se confondent, et, par snile. les plans des centres (22.) sont 
paralleles; ces derniers plans ne se confondent pas, car tous les points commnns 
sont. comme on vient de le voir, dans le plan a l'infini; In surface (S) est 
alors um cylindre parabolique. L'equation de ee cylindre parabolique ou de 
la surface S peut s'ecrire: 

H 2/ ß, 7) = 0. 

On voit d'abord que la generalrice ü(~ = -J- ^ -L) est parallele au plan 
diametral 

pui» r,u'on a 1 egalite 
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ruaia Ja droile Cr n'est pas parallele aux generalrioes da cylindre; cur si cela 
etait, eile serait parallele au plan tangent represente par les termes du preinier 
degre en x, j, j de Tequation du cylindre, c. a. d. qu'on aurait 

»% i +/ s % 1 +y-öf i = C*-D^(«, A r) = o, 

ce qui est contraire a Tone de nos hypotheses. 

Le plan asymptote P est aussi asymptote au cylindre parabolique et 
correspond ä la direction asy mptotique (er, ß, y) ; ce plan est a Tinfini et coupe 
le cylindre suivant deox droites confondues ä Tinfini, puisque le plan ä Tinfini 
toncbe le cylindre tout le long de la droite a Tinfini intersectiou du plan a 
Tinfini avec le plan des directions asymptotiques du cylindre. Ainsi: 

Dans ce sc conti cos , la surfaee U est encore touchie par le plan a 
tinfini; le point de eontact est, ponr la section par le plan ä tinfini, tm point 
de rebroussement; la tangent e de rebroussement (ä tinfini) est tintersection du 
plan ä tinfini par le plan tangent au cöne C suivant tarite de rebroussement 
Ott par un plan parallele. 

3°. II peut arriver que la surfaee S se compose de deux plans 
dont tun est ä tinfini. On voit facilement, dans ce cas, que Tarete (et, ß, y) 
du cöne C est une arele triple de ce cöne; le plan asymptote P est encore 
a Tinfini; toutes les droites ä Tinfini paralleles ä la generatrice G ont avec 
la surfaee un eontact du second ordre. Le plan P ä Tinfini coupe la surfaee 
suivant une courbe a Tinfini ayant un point triple sur la direction asymptolique 
consideree; les trois tangentes en ce point triple sonl les intersections du plan 

de Tinfini avec la polaire du troisieme ordre du point (~. = JL = ±. % j = ü) 

ou avec les trois plans tangenls au cöne suivant so» arele triple. 

Cette variete de eontact est un cas parliculier de celui qui a ete 
examine au »• (7.,. 

Remarque. II est utile de remarquer que lorsqu'on expriroe que la 
surfaee S est un cylindre parabolique, les relations ecrites entrainent ne- 
ceswirement les relations (18.), c'est-a-dire 

4fr = «• 3fr-ft 

En cfiet, nous exprimerons que In surfaee S est un cylindre parabolique eii 
ecrivant quje les plans des centres (22.) sont paralleles. 



128 Paintim, poinU d imfini tvr les turfacet 

Or on • les identites 

(— - -Ä-+*-Ä-+r-T^- 

Si Ton prend ces equations deux par deux et qu'on elimine 
le lerme en a, on tronve en vertu des hypotheses admises 

df m d<p m dtf> m 

da dß dy 

en roultipliant respectivement par o, /9, les termes de chacnn de ces rap- 
ports et en ajoutant. on a pour la valenr commune 
dtp m . öq> m dtp m 

d'oü Ton conclut 

or y.(o,/?,y) = 0, donc ^ = 0. 

En eliminant o, on /9, ou y, entre les deux premieres des relations ci - dessos 
on sera conduit a 

^=0; et, par suile, = 0. 

La proposilion enoncee se trouve donc demontree. 

10. Nous allons examiner roaintenant le cas d'une droite a TinGni sur 
la surface U. 

Nous nous bornerons a Felude des cas suivants: 

I». {Ax+By+C*) ( p(x, 9> *)+t<r m _ l (x y s,*) + f<p m - 7 (x,f,*) + = 0 

II 0 . (Ax+Bg+C*y<p(x,y, ») (x,y, ») + fy— i (*,f, »)+ = 0 

MV (^+ßj+Ci)y(x,y,i)4-/Mx+^+C$)f(xj,i)+^._,( W )+-" = 0 

ce sonl les cas les plus generaux dans Fhypotbese qii nous occupe. 
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1" cas. Le cflne <p m (x, y, *) se decompose en an plan et en un cöne 
de degre (m— 1), de sorte que 

9m (*, y, ») = (Ax + By + Cz) y (x, y, ») = (ty (x, y, *) ; 

la (trotte ä finfini 

Mx+5y+C* = 0, 
1 ; I / = 0, 
e#/ /om/c entiere rar turface U. 

Seit une generatrice G{a,ß,y) situee dans le plan 0; le plan asymptote 
/" correspondant a cette direction asymptotique aara pour equation 

(23.) vKÄyj^+fiy+C»]!^^/?^) = 0; 

on a donc alors une infinite de plans asymptotes paralleles au plan Q et dont 
la position varie avec Vorientation de la direction asymptotique dans le plan Q. 

Une des nappes de la surface presente, ä Hnfini, la forme de celle dun 
parabololde hyperbolique dont la plan Q serait on des plans directeurs. Les 
plans asymptotes P' passent par la droite D et touchent la surface au poiot 
oü la droite D est renconlree par la direction asymptotique consideree. 

Permi les plans asymptotes P", (m— 1) d'entre eux coincident avee 
le plan Q; ils correspondent aux (»»— 1) directions asymptotiques, intersections 
du plan Q avec le cöne <p„_, (x, y, ») = 0. 

Parmi les plans / y , (m— 1) d'entre eux sont transportes ä finfini 
parallelement ä eux-memes; ils correspondent aux (m— 1) directions asympto- 
tiques, intersections du plan Q avec le cöne y(x,y,»)=0; ces droites sont 
des aretes doubles du cöne <p m (x,y,z) = 0. 

Enfin, parmi les plans P', il y en a toujours (m-1) coincidant avec 
un plan donne parallele an plan Q, par exemple 

Ax + By + d + Kt = 0; 

car il suffit qu'on ait 

K<P(«, A 7) - ß* rh Aa+Bß+ Oy = 0. 

Chacun de ces (m-1) plans toucbe la surface en un point different ä l'infini 
sur la droite D; ces points de contact sont sur les generatrices, intersections 
du plan Q avec le cöne du (m— 1)*"* degre 

Ä"9(x,y,*)-y._ I ( ! r,y,») = 0. 

Dans le cas actuel, la surface S a pour equation 
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i Mx+ßy+C , ) ( I |£ + ,|£ + ,^) 

la surface representee par cette equation est un paraboloide. Un des plana 
direcleurs est le plan Q ; les plans asymptotes P sont tous paralleles ä ce 
plan directear, et, par suite, coupent la surface S snivant une droile ä distance 
finie et une droile ä I'infini qui est la droite D. Donc 

Toi« les plan» asymptotes P 0 coupent la surfßce U suivant une courbe 
ayant un point double ä Impni, une des tanyentes en ce point double est ä 
distance finie et Cautre est la droite D ä Onfini. 

2*"" cas Le cöne (p m (x,y,i) se decompose en deux plans ronfondus 
et en un cöne du degre (m— 2), de sorte que 

V« {*, y, *) = (Ax + By + C»)'y (*, y, ») = (>' '/ (ar, y, »). 
Si nous considerons une droite G(a,ß,y) situee dans le plan Q, le 
plan asymptote correspondant ä cette direction asymptotique a pour equation 

Mp— i(«,Ay)-0, ou f = 0; 

donc tous les plans asymptotes P' correspondant aux directions asymplotiqües 
paralleles au plan Q sont transportes ä I'infini parallelement u ce dernierplan; 
c. a. d. que la surface U est touchee par le plan ü Tinfini tout le long de 
la droite ä I'infini 

iAx+By + C*=0, 
)t = 0 

situee sur cette surface. 

Une des nappes de la surface U presente ä finfini la forme d'un cy- 
lindre parabolique. Le plan Q i oupe le cöne y._,(x, y, t) = 0 snivant 
droitos determinant sur la surface (m— 1) poinls double». 

La surface S qui sert ä determincr los tangenles inflexionnelles devient 
dans ce cas 

(25.) viaMiAw+Brt C*T+(x %i +y ^=L +, ^t>f - 0: 

c'est tili cylmdrc parabolique. 

La generatrice G est parallele au plan diametral Q, mais eile n'est pas 
parallele au cylindre. 

Ainsi le plan ä I'infini touche la surface tout lr long de la droite D; 
chaque point de cette droite peut ötre regarde coiume un point de rebrousse- 
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ment de In section de la surface plan ä 1'infini, la tangente de rebroussement 
est la droite D. Cette remarque nous monlre l'accord qui existe enlre le 
cas que nous venons d'etudier et celui qui a ete examine au [n°. 9, 2°J. 

3*~ cas. Lea deux fonctions (p m et <p m _ t sont respectivement de 
la forme 

<p m (x, y, •) = (Ax+ By + C*)tf> [x, y, m) = Qtp (x, y, «) , 
V-i (*, y , ») = (Ax+ By + C») y («, jf, •) - Q y (x, y, ») . 
Si nous considerons une droite quelconque G(a,ft,y) situee dans le plan Q, 
le plan asymptote correspondant a cette direction asymptotique a pour equation 

{&) Ax+By + C* = 0; 
donc le plan asymptote reste Invariable quelle que soit la direction asymptotique 
consideree dans le plan Q; en d'autres termes, 

Le plan Q toucke la surface tont le long de la droite ä Cmßm 

(D) \ Ax + B y+ c * = °> 
1 1 « o. 

Une droite quelconque situee dans ce plan rencontre la surface en deux 
points coincidents, et une droite quelconque parallele a ce plan rencontre la 
surface en un seul point ä 1'infini. 

Tout plan parallele au plan Q coupe la surface U suivant la droite ä 
Tinfini D et suivant une courbe du (m— 1)*"* ordre. 

La surface (S) se reduit ici ä 

{Ax + By+^x^+y^+^+^ß^ + e^^ß^) = 0; 

c'est um cyündre hyperbolique dont le plan Q est un des plans asymptotes; 
ce cylindre serait elliptique si le plan Q etait imaginaire. 

L'analogie de ce cas avec celui qui a ete etudie au [n°. 6] est visible. 

La surface S se reduira ä deux plans qui se coupent pour les (m-2) 
directions asymptotiques, intersections du plan Q avec le cone 

et nous rentrons alors dans le cas etudie au [n°. 7]. 

4 rn * cas. Les fonctions <f m et ont les formes suivantes 

<Pm{x, y, ») = (Ax+By+C*f(p(x, y, *) = y, »), 

Sf, ») = (Ax+By + C») v(x, y, «) = Q y>(x, y, »); 

17» 
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la droite ä 1'iofini 

(D\ Ax + B 9 + C * = °» 
* ; / ■ 0 

est alors une droite double de la stirface U; car un plan quelconque passant 
pur la droite D rencontre la surface suivant deax droites coincidant avec 
ceüe meme droite D; nous reviendrons plus loin aar ce cas particulier. 

11. Remarque. Dans la discussion qui precede, nous avons pu re- 
marquer que la surface S a presente presque toutes les varietes des surfaces 
du second ordre; cependant nous- n'avons pas rencontre de plans paralleles, 
ni de plans coincidents; et, dans le cas des cylindres, la direction asyropfo- 
tique ne s'est jamais trouvee parallele au cylindre. Examinons donc si ces 
particuliers peuvent se presenter dans rhypothese d'un point »imple. 
Les equations des plans des centres de la surface S sonl 

da J da dp aady da 

w \ x dJd^^^^*dJdJ +i ~W~ " °' 

. d'<p m d % <p m d>, 8?,-, _ 0 . 
et Ton a toujours la condition 

<Pm(<*,ft,r) = 0. 

1°. Si la surface S est un cylindre elliptique ou hyperbolique, les 
plans des centres se coupenl suivanl une meme droite parallele aux genera- 
trices du cylindre; donc la droite G ne pourrait etre parallele aux generatrices 
du cylindre qua la condition d'etre parallele ä chacun de ces plans, ce qui 
entrainerait les relations 

&-°> T?-* 

Si maintenant on ajoute les equations (26.) respectivement mulüpliees 
par er, ft, y, il vient 

t<pm-i(«,ft,r) = °? 

cette equation devant represenler un plan passant par la droite d'intersection 
(supposee ä distance finie) des plans (26.), il faut que 

<p—i(«,ß,r) = °- 

On voit alors, par requation (6.), que le point ä Pinfini correspondant ä cette 
direction asymptotique est un point double de la turface U. 
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2°. Si la surface S est un cylindre parabolique, on a encore [n°. 9, 
Remarque] les relalions 

et nous avons vu [n°. 9, 2°] que la generatrice G(a,ß,p) ne peat etre paral- 
lele aux generatrices du cylindre que si Ton a 

nous arrivons encore ä la conclusion precedente. 

3°. Pour que la surface S se reduise ä deux plans paralleles, il 
faut que les plans (26.) se confondenl; ils doivent alors se confondre avec 
le plan 

dont l'equation se deduit des equations (26.) respectivement multipliees par 
o, ß, y et ajoulees. 

Nous abandonnerons ici l'emploi des formules generales pour adopter 
nne methode plus particuliere et qui presentera en möme temps plus de nettete; 
ainsi nous exprimerons que la surface S se reduil ä deux plans paralleles 
en prenant pour axe des s la direction asymptotique consideree. 

Soit donc 

9>.(x,jr,») = + {ax*+2bxy+c* 1 )*r-' l +(Ax+By)*-- i +C*-; 

= +(« 1 « , + 26 l «f + e jJ r)»- J +(i4 1 «+Ä 1 f)«- , + ^»- 1 ; 

(*,»,») = +(A I x+ß J jf)»- , + Cl»-^• 

on a, par hypothese ä = 0, /9 = 0, y different de »ero, par exemple <y = \\ 
et par suite C = 0, puisque (p m (a, ft,y) = 0. 
L'equation de la surface S est alors 

(S) ax l +26xy-|-cy'+(m-lM £C »+(m-l)%»+/[^,*+B l jf+(*-l) Cßfrt G=0. 

La surface S devanl se reduire a deux plans paralleles, nous pouvons 
prendre Tun deux ou comme plan des xt, ou comme plan des xy; car, il 
est visible d'apres l'equation generale de la surface S, que le cas de deux 
plau$ ä Cmfim ne peut se presenter que si le point ä l'infini est un point 
double de la surface U. 

Premiere hypothese. La surface S se reduit ä deux plans paral- 
leles dont un est le plan des x», oe qui suppose que la direction asymptotique 
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est parallele a Tun des plana a dislance finie; on devra avoir 

o=0, 6 = 0; ,4 = 0, ß=0; yl, = 0, C,=0; C = 0, on a d'ailleurs C = 0; 

la surface S a nlors pour equation 

(S) cy*+B t ty = 0: 
et l'equation de la surface V devient 

(... + cyV- I )-M(--- + fl 1 ya— , ) + f[-+(A,x+B 1 y)*'- i ] + --- = 0. 

On voit quune droite qnelconque parallele ä Taxe des » 

x = kt, y = kt, 

rencontre la surface n Pinfini en deux points coincidents, polsque le premier 
niembrc de l'equation est divisible par t*} cela a encore Heu lorsque B t ou c 
sont nuls; le point ä Pinfini est donc un point double de la surface. Ainsi 
Dans le cas tfun point simple, la surface S ne peut pa$ se reduire 

un est ä tinfini lorsque la dhrection asymptotique est supposee parallele au 
plan & distance finie. 

Deuxteme hypothese. La surface S se reduit ä deux plaos paral- 
leles dont un est le plan des xy; on doit avoir alors 

o=0, 6=0, c=0; .4 = 0, tf=0; A = 0, Ä, = 0; on a d'ailleurs C=0; 
dans ce cas, la surface S a pour equation 

(S) l[(»-1)C l » + ft<] =0; 
el l'equation de la surface U devient 

[... + (o 1 x J -. + rf ? y J )a"- 5 ]+/[-.- + C 1 a--'] + / , [- + C,a- , ]4-" = 0. 
Une droite qnelconque parallele n Taxe des s ne rencontre la surface ä Pin- 
fini qu'en un seul point; ce point ä Pinfini est donc un point simple de la 
surface. Alnsi 

Dan* le cot dt un point simple, la surface S peut se reduire ä deux 
plan* dont un A finfini, mais la direction atymptotique nett pa* parallele au 
plan o distance finie. 

C'est le cas singulier qui a ete etudie au [n°. 9, 3 P ]. 
12. Resume de Vitude d un point simple ä Vinfini. 
Si / est un point ä Pinfini sur la surface U et correspondant ä la 
direction asymptotique G, ce point est un point simple lorsqu'une droite 
qnelconque passant par le point /, c. a. d. parallele ä la droite O, ne ren- 
conlre la surface qu'en un seul point. 



Digitized by Google 



Poinvin, points «i Vmßni sur les surface* algibriques. 



135 



Lc plan langent ä la surface en / ou plan asymptote P est paral- 
lele au plan touchaat le cöno des directions asymptotiques suivant la 
generalrice G; ce plan coupe la surface U suivant une courbe ayant un 
point double ä 1'infini en /, les tangentes en ce poiul double (ou tan- 
gentet inflexionneltes de la surface) sont les intersections de la surface 
S par le plan P; la surface S est la polaire du second ordre du point 
/ a finfini ou la surface diametrale du second ordre correspondant ä In 
direction G [n u . 3. remarque J, III]. 

La nature du contact du plan asymptote P est indiquee d une maniere 
tres- nette par la forme de la surface S, comme on le voil par le re- 
surae suivant: 

1°. La surface S est un elUpsoide ou un Hyperboloide ä deux nappes: 

Le point double de la section par le plan P est un point isole. 
11°. La surface S est un Hyperboloide ä une nappe: 

Le point double a Tinfini de la section est un point double ordinaire 
dont les deux tangentes sont ä distance finie. 
III". Li! surface S est un cdne: 

Le point double ä 1'infini de la section par le plan P est un point 
de rebroussemt it. la tangente de rebroussement est ä distance finie [n". 4j. 
IV". La surface S est un paraboloiae: 

1". Si la direcüon asymptolique G n'est pas parallele ä Taxe de 
la surface S, le plan usyinptote est ä distance finie et coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point double a 1'infini dont une des tangentes, 
et une senle, est ä 1'infini [n°\ 5 et 10, 1" cas]. 

2°. Si la direction asymptolique G est parallele ä Taxe de la sur- 
face S, le plan asymptote est ä 1'infini; l'ardte G est une aröte double 
du cime des directions asymptotiques ; les deux tangentos au point double 
sont a 1'infini dans les deux plans tangents au cöne suivant l'arete 
double [n u . 9, 1°]. 

Lorsque le parabololde est elliptique, le point double est isole. 
V c . La surface S est un cylindre elliptique ou hyperbolique: 

1°. Si la generalrice G n'est pas parallele au cylindre, le point 
double de lä section par le plan asymptote est un point de rebroussement. 
la tangente de rebroussement est ä finfini; le plan asymptote est ä 
distance finie [n°. 6]. 

Lorsque le cylindre est elliptique le point de rebroussement est isole. 
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II peut arriver que le plan asymptole touche la surface tout le long d'une 
droite ä l'infini [n°. 10, 3*- cas]. 

2°. Si la generalrice G est parallele an cylindre, le point / ä l'in- 
fini est un point double de la nur face [n n . 11, !•]. 



VI°. La turface S $e compose de deux plan» qui se 

Le plan asymptole coupe la surface suivant une courbe ayant , 
point triple a l'infini; tout plan parallele ä la direction asymptolique coupe 
la surface suivant une courbe dont le point ä l'infini est un point d'in- 
flexion; une droite quelconque, situee dans le plan asymptole et parallele 
a la direction asymptolique, rencontre la surface en trois points coin- 
cidents [n°. 7]. 

Si la generalrice G elait parallele ä l'intersection des deux plans, 
le point / ä l'infini serait un point double de la surface. 
Vir. La turface S est un cylindre parabolique: 

\°. La generalrice G n'est pas parallele au cylindre; dans ce cas, 
la dro.le G est une arete de rebroussement du cone des directions asympto- 
liques; le plan asymplote est ä l'infini e , coupe la surface suivant une 
courbe ayant un rebroussement au point de conlact; ia tangenle de re- 
broussement est ä l'infini et se trouve dans le plan louchant le cone suivant 
son aröte de rebroussement [n°. 9, 2 n J. 

II peut arriver que le plan asymptole (ä l'infini) touche la surface 
loul le long d'uno droite ä l'infini [n°. 10, 2*"" cas]. 

2°. Si la generalrice G est parallele au cylindre, le point a l'infini 
est un point double de la surface [n°. 11, 2"]. 
VHP. La turface S te compote de deux plant dont un ä rinfini: 

1°. La direction asymptolique n'est pas parallele au plan a distance 
fin,e; le point ä l'infini est un point simple; le plan asymptote est ä 
l.nfini, et le point de contacl est un point triple de la section par ce 
plan; la generalrice G est alors une artte triple du cone des directions 
asyraptotiques [n°. 9. 3°]. 

2". Si la direction asymptolique est parallele au plan ä distance 
finie, le point ä l'infini est un point double de la surface [no. 11, 3°J 
IX». Dans le cas d'un point simple, la surface S ne peut pas se reduire 
a deux plans paralleles, ni ä deux plans coincidents, ni ä des plans 
lous deux ä l'infini [nMl, 3»]. 
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Points doubles ä l'infini. 

I. Recherche des pointt doubles a Tiofini. 

13. Sapposons que la generatrice G(^~ = -|- = soit ane genera- 
trice double du cöne des directions asymptotiques <f m {x,y, a)=0 et appar- 
tienne en meme temps au cöne <p m _ t {x, y, 3) = 0, c. ä. d. qu'on ait 

(27.) ^fe.O, 4^ = 0, ^=0; 9^.(0, ß, r )-0, 
les trois premieres de ces relations entrainent evidemment la snivante 

(27*.) *.(«,M = 0. 
Le premier membre de requation (6.) est alors divisible par f, quels que 
soient k, u, v, c. ä. d. que toute droile passant par le poiot ä finfini 



Ix jj » 
a ~ ß - y1 
t = 0 

y rencontre la surface en deux points coincidents; le point / ä l'infini est 
donc tm pomt double de la surface. 

Pour obtenir les tangentes proprement dites ä la surface en ce point, 
il faut exprimer que le premier membre de requation (6.) est divisible par 
l'l ces droiles formeront une surface touchant la surface V au point / ä l'infini. 

Pour que le premier membre de requation (6.) soit divisible par f 3 , on 
doit avoir entre l, fi, v, la relation 

Nous obtiendrons la surface formee par les tangentes en / en eliminant X, //, 
v, ä l'aide des relations (5.); Tequation precedeqte devient alors 

+ Ä |M)5+(f-w|+M)^k+^(«»Ay) = °« 

II resulte de l'identite dejä citee, savoir 

= m(m-l)9.(«,/?,y) 
et de la relation (27 bi '.) que le coefficient de o 2 est nul. 
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Le coefficient de q esl aussi nul; car, en ordonnant par rapport ä x, y, », t, 
oii trouve que ces variables out pour multiplicateurs respectifs: 

On voit donc, en ayant egard aux relations (27.), que la surface, lieu des 
tangentes ä la surface au point / a l'infini, a pour equatioo 



(30.) (r) 



0; 



+ai[.^+»^+.^]+«V-(«,Ar) 

c'est un cylindre que je nommerai cylindre atymptote de la surface au poimt 
double I. 

14. Nous allons d'abord conslater que lequalion (30.) represente ef- 

feclivement uu cylindre. En effet, les plans du centre ont pour equations 

Or, si Ton ajoule ces equations respectiveroent multipliees par a, fi, y, on 
arrive, en egard aux relations (27.), a une identite; ces plans passent donc 
par une meme droite; par suite, la surface F est un cylindre. 

Les plans asymptotes de ce cylindre sunt paralleles aux plans 

ces plans sont precisement les plans tangents au cöne des directions asymplo- 
tiques suivant l'arele double Q{a,ß,y), [n\ 8]. 

Le cylindre asymptote T est la polaire du second ordre du point a 

l'infini (— = ^ = — , / = 0) ou la surface diametrale du second ordre cor- 

et p y 
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respondant ä la direction G(«, ß, y). Les gencratriccs du cylindre sont pa- 
ralleles a la droite G, car cette droite est parallele ä chacun des plans des 
cenlres (31.)- 

Ainsi, en un pomt double I ä finfitti ifune surface, les tangentes pro- 
prement dites forment un cylindre du second degrd parallele ä la direction 
asymptotique »wr laquelle se trouve le poinl I; cetle droite est une arite double 
du cöne des directum» asymptotiques. 

15. Nous signalerons les proprietes caracteristiques suivantes: 

1°. Un plan quelconque passant par le point double c. ä. d. parallele 
ä la generatrice G coupe la surface suitant une courbe ayant un point double 
ä tinfini; les tangetUes en ce point double sont let intersections du cylindre 
asymptote par le plan secant 

2°. Un plan langen* quelconque au cylindre asymptote coupe la sur- 
face suieant une courbe ayant un point de rebroussement a Tinfini, la tangente 
de rebroussement est la generatrice de coniact de ce plan aeec le cylindre. 

3". Les plans asymptotes du cylindre coupent la surface suieant une 
courbe ayant un point de rebroussement ä finfini, la tangente de rebroussement 
est la generatrice de coniact, laquelle est aussi ä f infini. 

Pour demontrer les proprietes qu'on vient d'enoncer, nons prendrons pour 
axe des * une parallele ä la direction asymptolique consideree, c. ä d. que 
nous supposerons 

a = U, ß = 0, y = l; 
et pour plan des xt, un des plans tangenls au cylindre; nous choisirons, en 
oulre, la generatrice de contacl pour axe des s. Si Ton tient compte des 
relations (27.) et qu'on ait egard k la position particuliere des axes par 
rapport a la surface /', on trouve que les fonctions <p m , y>_i, doivent 
elre de la forme 

= +(^+2Äxy + Cy a )»- 1 ; 

y_,(*,jf,*) = +(a 1 ar ? +26 I xy + c,y , )s- 3 +ß 1 y»- , ; 

9-+(*,9,*) = +{A 1 x+B i y)*->; 
et le cylindre 1' a pour equation 

(JT) Ax , + 2Bxy + Cy 1 + B l yt - 0. 
Le plan des yz peut «Ire regarde comme un plan quelconque parallele a la 
direction asymptolique consideree; or l'equation de la section de la Burface 
par ce plan x 0 est 

18» 
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la direction asymptotique y = 0 ou Taxe des » correspond a un point double; 
car si Ton pose 

y = kt 

le premier meinbre de l'equation precedente est divisible par quel que soit 
k. Nona obtiendrons les tangenles en egalant ä zero le coefficient de f, on 
a ainsi 

Ctf + ß.*^*), ou Cy' + ITayl-O; 
ce sont precisement les deux droites intersections du cyliudre /' par le plan 
x — 0; la proposition se trouve ainsi demontree. 

Le plan des x* ou y = 0 est tangent au cylindre asymplote; or I'equa- 
tion de la section de la surface par ce plan est 

+ + a l * , a— J ) + / a (- + ^ l x*- , ) + -.. = 0; 

la direction asymptotique i = 0 od Taxe des a correspond ä un point double ; 
car si Ton pose 

x = kt 

le premier membre de l'equation precedente est divisible par f, quel que soit k. 
Nous obtiendrons les langentes en egalant a zero le coefficient de f 9 on a ainsi 

k 1 = 0, ou ^ = 0; 
le point ä l'infini est donc un point de rebroussement ; ce qui demonlre la 
proposition (2°.). 

On etablira de la raöme moniere la proposition (3 n .) en prenant pour 
axe des « la ligne des centres du cylindre asymplote, et, pour plan des xs, 
un des plans asymptotes de ce cylindre. 

16. Parmi les langentes qui forment le cylindre atymptote, il y en 
a qui ont avec la surface un coutact d'ordre plus eleve que le premier, c. ä. d. 
qui rencontrent la surface en qvatre points coincidant avec le point /. 

Nous obtiendrons ces tangentes en egalant a zero les coefficients de 
t 1 et r 1 dans l'equation (6.); on trouve d'abord la relation (28.) qui, par l'eli- 
mination de X, fi, v, nous conduit ä l'equation (30.) du cylindre asymplote. 

En egalant ä zero le coefficient de t\ on a (en conservant la notation 
symbolique) 

+ 6 \ l + f 4ß + v 4f I *-+ A r) 

Si, entre cette equation et les relations (5.) nous eltminons l, v, nous 



(33.) 



= 0. 
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aurons I'equation d'une seconde surface sur laquelle doivent se trouver les 
tangentes ea question qae je designerai encore sous le nom de tangentes in- 
ßexionneilet. 

Par la Substitution indiquee I'equation (33.) devient 
(34.) +3/j(x-« (> )^+(y-^)^ + (3-yp)| : jV^x =0. 

(+6< a {(^-««')^+(y-^)^+(*-ye)|riy.-,+6< J y _ J («,/9,y) 

Maintenant developpons suivant les puissances de p I'equation (34.); rappelons 
les hypotheses (27.) 

(27 .) ^ = 0, ^ = 0, ^ = 0; </>_,(«, /?,y)=0; et y.(«,/9,y) = 0, 

equations dont la derniere est un consequence des trois premieres, et remar- 
quons que pour des fonctions homogenes du degre ■ on a les identites 

I =»(»-l)A«,Äy); 

En vertu de la troisieme des relalions (35.) le coefficient de ^ J est nul. 

D'apres la seconde des relalions (35.), le coefficient de p 1 se reduit ä 

3(»-l)(»-2)[*^+ f ^ + .^+l^ l («,/?y;], 

quantite nulle par suite des hypotheses (27.). 

Enfin, en ayant egard a la premiere des identites (35.), ie coefficient 
de {f est, abslraction faite du facteur — 3(m— 1), 



(35.) 
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(36.) (X) 



= 0. 



or cette expression est celle ä laquollo nous condoit la relation (28.) lorsqu'on 
y remplace k, u. v, par leurs valeurs (5.); cette quantite est donc nulle aussi. 
puisque nous devons lenir compte de cette relation. 

Par consequent, les tangentet inßexionneUet doivent se trouver sur la 

surface 

fl 9 . d j_ d V _lO#f ö . ö . dl' 

+*'l*Si7 + '5F + *£I + 61 1 *-» («■ A y ) 

Cette surface est du troisieme ordre; il est facile de se convaincre que 
cest la polaire da 8— ordre du point ä rinfini (± = -J- = -5-, t = 0), ou la 
surface diametrale du troisieme ordre correspondant aux cordes paralleles ä la 
generalrice G(a,ß >r ). 

Celle surface 2 et le cylindre asymptote r se coupenl suivarit six 
droites paralleles ä la generalrice G; U y o donc «x tangentet inflexionneües 
c. a. d. «x tangentet qm point double l ayant avec la surface un contact du 
»econd ordre. 

Nous allons conslaler que le cylindre asymplote et la surface 2 se 
coupvnt en elfet suivant six droites paralleles a la generatrice G. 

17. Prenons pour axe des s la direction asymptotique consideree, 
c. a. d. supposons 

« = 0, ß = 0, y = l, 
et ecrivons que les relalious 

sont satisfailes. 

On coustalera, sans difficolte, que les fonctions « „, , doivent avoir 
les forines suivante* 

*•(*»»»•) - •••^-(ax 1 +36xV+3cay+d f J )»^ ^ +(^+2fiary4-Cy , )*"^,• 
fW-i(«>f»») = + (»i«r , + 26 1 xy + c 1 ^)»- J +M.x + B,f)*- 1 ; 

1 » ») D + fr x + » ) »""* + 1 ; 

« +(*«+*,f )•-• 

nous avons ecril en meme lemps les fonctions </„_,, y„_,, qui seronl ne- 
oPMalre s pour former les equations du oylindre asymptote et de la surface X 

Kit prenant pour axe des • la direction asymptotique, on 
lud pqtialioni do or» deux surfaces sont respcclivement : 



(87.) 
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Cylindre atymptote 

(38.) (D Ax*+2Bxy + Cf+t{A t x+B l y) + A 7 r = 0; 
surface 2 

0 = 

(39.) (2) ax^3bx 3 y+3cxy , *dy 3 t{nt-2)(Ax 7 +2Bxy+Cu i )» 

+ <[a,o:V26 1 ay + cy + (i^2)(^ I x^)*] + / , [a^^+(ff'-2M,»]+^^. 

Ces formules nous seront extremement otiles pour la dtscussion des points 
doubles. 

18. Revenons maintenant ä l'objet qne noas evions en vue, savoir 
l'intersection des deax surfaces F et 2. 

Le cylindre asymptote r a pour equation 

Ax t +2Bx 9 + Cy 7 + t(A l x+B l y)+A 1 i 1 = 0; 

l'equaüon de la sarface 2. peat s'ecrire 

+ (»-2)a[^ I + 2fixy + Cy+/(A*+Ä 1 y) + ^ J / 1 ] 

or la seconde parenthese est nulle si Ton a egard ä la premiere equation; 
donc les points communs a la sarface 2 et au cylindre asymptote sont 
comtnuns aux deux surfaces 

Ax 7 + 2Bx 9 + Cy 7 - r t(A l x + B l y) + Aj 7 = 0, 
ax 1 ^dbx 7 9 + ^cxy 7 +dy i +t(a l x 9 +2b i xy + c^) + t 7 {a 7 x+^y)^A i t s = 0. 

Mais ces deux surfaces sont deux cylindres paralleles ä laxe des s; donc 

Le cylindre asymptote de la svrface U coupe la »urface 2 tuieant 
six droit es parallele» ä la directum asymptotique; ce* »ix droit es ont avec la 
»urface, au point double ä Cinfini, un contact proprement dit du »eeond ordre 
c. ä. d. renconirent la »urface en quatre point» coincidents. 

Les eqtintions (38.) et (39.) nons muntren! immedialeuient que le point 
ä l'infini considere est aussi un point double pour la surface 2, et que le 
cylindre asymptote a la surface U est aussi asymptote a la surface 2. 

Remarque. Lorsque la surface U est du troisieme ordre, la surface 
2 n'est autre que la surface olle -meine; nous pouvons donc conclure de ce 
qui precede que si une sarface da troisieme ordre a an point double n l'in- 
fini, le cylindre asymptote correspondant ä ce point double coupe la sarface 
suivant six droites paralleles a la direction asymptotique. 
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19. Avant de nous occuper de In discussion des points doubles, il 
nous reste ä etudier la section de la sur face par an plan quelconque passant 
par une des tangenles inflexionnelles. 

Prenons pour axe des z la tangente inflexionnelle consideree, et pour 
plan des xz le plan tangcnt au cylindre asymptote auivnnt cette ar6le; nous 
nous servirons donc des equations (38.) et (39.), et nous äcrirons que Taxe 
des z appartient aux deux surfaces /' et 2: et que le plan des xz est tan- 
geot au cylindre. Nous obtenons ainsi les condilions 

A, = 0, A s = 0, A l = 0. 

Cherchons l'intersection de la surfacc par le plan des xz qui est tangent 
au cylindre asymptote suivant une tangente inflexionnelle, et par le plan des 
yz qu'on peut regarder comme un plan quelconque passant par cette tangente, 
en ayant egard ä la forme (37.) des fonclions (p m , , </;,_,, ip m _ s et aux 
dernieres relations. 

La section de la surface par le plan des yz ou x = 0 est 

(■■■ + Cyh^) + t(-'- + B l yz'^)^t i (--- + b 1 yz^) + t\^b i yz^) + -- = 0-, 
la direetion asymptotique y = 0 ou laxe des s correspond a un point double, 
car en posant 

9 = kt 

le premier membre de l'equation est divisible par /%• on aura les tangentes 
en egalant ä zero le coefiicient de t\ ce qui donne 

CA , + ß 1 A = 0, ou Cy J + J?,y< = 0; 

lorsquon fait y = 0 le premier membre de Tequation precedente est divisible 
par /*, donc Taxe des s est, pour le point double, une tangente d'inflexion. 
La section de la surface par le plan xz ou y = 0 est 

(- + Ax'*—*) + *(••• + «, xa— , )+/ 5 (-+o I xa— , ) + < , (- + o J x*— + = 0; 

la direetion asymptotique i = 0 on Taxe des z correspond a un point double ; 
car, en posant x = kt, on trouve que le premier membre de f equation est 
divisible par f; on aura les tangentes en egalant ä zero le coefficient de f, 
ce qui donne 

Ak 1 = 0, ou x 7 = 0; 

et, lorsqu'on fait x = 0, le premier membre de l'equation precedente est di- 
visible par t 4 ; on a donc un point de rebroussement de deuxieme espece, car 
la tangente de rebroussement a un contact du second ordre. 
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20. Resumons les proprieles principales des points doubles ä Tinfini. 

Resine. 

En un point double / ä Tinfini sur ane surface, les langenies propre- 
ment dites forment un cylindre du second degre parallele ä la direclion 
asyroptotique G sar laquelle se trouve le point l; la droite G est une 
arele double do cöne des directions asymptoliques, c'est une condition 
necessaire a Texistence d'un point double, mais non süffisante. 

Un plan quelconque passant par le point double c. ä. d. parallele 
ü la droite G coupe la surface suivanl une courbe ayant un point double 
ä Tinfini, les tangentes en ce point double sonl les intersections du cy- 
lindre asymptote par le plan secant. 

Un plan langent quelconque au cylindre asymptote coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement en / a Tinfini, la 
tangente de rebroussement est la generalrice de contact et a avec la courbe 
un contact du premier ordre; c'est un rebroussement de premiere espece. 

Les plans asymptotes du cylindre (lesquels sont paralleles aux deux 
plans tangents au cöne des directions asymptotiques suivanl Tarete double G) 
coupent la surface suivant une courbe ayant un point de rebrousse- 
ment ä Tinfini; la langente de rebroussement est la generalrice de contact, 
laquelle est aussi ä Tinfini. 

Parmi les generatrices du cylindre asymplote, il y en a six, que je 
nommerai tangentes inßexionnelle* , qui rencontrent la surface en / en 
quatre points coincidents. La polaire — du troisieme ordre du point / 
ä Tinfini a ce point pour point double et a meme cylindre asymplole que 
la surface proposee; le cylindre asymptote et la surface 2 se coupent 
suivant six droites paralleles ä la generalrice G; ce sont les six tangentes 
inflexionnelles. 

Un plan quelconque passant par une tangente inflexionnelle coupe 
la surface suivanl une courbe ayant un point double en / a Tinfini; une 
des tangentes en ce point double est la tangente inflexionnelle, laquelle 
a avec la courbe un contact du second ordre; c'est donc une tangente 
dlnflexion. Le plan langent au cylindre suivanl une tangente inflexionnelle 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement 
ä Tinfini; la tangente de rebroussement est la tangente inflexionnelle, 
laquelle a un contact du second ordre avec la courbe; c'est un rebrousse- 
ment de deuxieme espece. 
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IL Diicouion des poinU double» k Hnfini. 

21. Nous classerons les Varietes d'un point double dapres la nature 
du cylindre asymptote correspondant a ce point. 

V cas. Le cylindre asymptote est tm cylindre paraboHque. 

Les proprietes generales resuoiees dans le no. 20 ont encore Heu dans 
ce cas: «eulement la section. dont le point de rebroussement a pour tangente 
une droit* ä l'infini, est faite ici par le plan ä l'infini, car le plan asymptote 
du cylindre parabolique est ä l'infini; ce plan est parallele au plan touchant 
lo cöne des directions asymptotiques suivant l'arete 0, laquelle est alors une 
arele de rebroussement (car les termes du second degre de lequation (30.) 
formen» un carre parfait, et ces termes donnent en meine temps les plans 
tangenls (32.) au cöne snivant l'arete double). 

En outre, les plans paralleles aux plans diametraux du cylindre para- 
bolique coupent la surface suivant une courbe ayant nn point double ä l'infini, 
une des tangentes est ä l'infini, l'autre est la generatrice ä distance finie inter- 
section du cylindre par le plan secant. 

22. 2""' cas. Le cylindre asymptote te reduit ä deux plans qvi se coupent. 
Prenons pour axe des a la droile intersection des deux plans, et un 

de ces plans pour plan des x»; nous servant alors des eqnalions (38.), (39.) 
et (37.), U faudra supposer 

.4-0, A=0, ß, = 0: ^, = 0; 
les surfaces /' et 2 auront alors pour equations respeclives 

iD 2Bxy + Cy* = 0; 
iax > +Sbx , ii+Scxy-+dy 1 +{m-2}[2Bxy + Cy 1 ]*l = Q 
I +t(a t x , + 2b l xy+c t y') + t 1 (< h x+b 7 y)+A i t i I 
et los fonclions ff mt y„_i, </V-j 86 reduiront a la forme 

, tf m ~ + (ox 1 f- 36x> + 3cx/ + dy y ) nT* + (2ftry 4- Cy 1 ) »— 

U- -i ™ + {a l x' ) + 2b l xy + c l y , )* m - s ; 

)<fm > - t -ichf+hn}*" 1 ; 

U/v-, - r (%#+4if)»— H/M"^. 

Nous pouvons regarder le plan des ys comme un plan quelconque passant 
pur laxe du cylindre asymptote (deux plans qui se coupent); en faisant x = 0, 
nou» obtiendrons pour equalion de la section de la surface par ce plan: 
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la direction asymptotique y = 0*ou Taxe des s correspond ä un poiut double; 
les deux tangentes en ce poinl double se confondent avec Taxe des s, et le 
contact est du premier ordre; on a donc un rebroussement de premiere espece 
ä finfini, la droite os est la tangente de rebroussement. 

La section de la surface par le plan des xs (y = 0) c. ä. d. par un 
de? plans asymptotes a pour equation 

(■.•+flx > »- , )4-/(-+a 1 xV- 3 )+/ 5 (-+fl 1 xi"- 1 )-H J (-+^ ,—')+... = 0; 
la direction asymptotique j = 0 oo Taxe des » correspond ä un point Iriple 
de la section, car si Ton pose 

x = kl, 

le premier membre de lequolion precedenle est divisible par l 3 ; les tangentes 
en ce poinl Iriple seront donnees par l'equation 

aV + o^ + thk+A^O, ou ax i + a t x''t + <hxC + A i t 3 = 0; 

ces trois droites sonl precisement les intersections de la surface ü par le plan 
y = 0, c. a. d. les trois tangentes inflexionnelles situees dans le plan asymplote 
considere. 

Si Ton cherche ttnterseclion de la surface par le plan 

x = hl 

qu'on peut regarder comme un plan quelconque parallele ä la direction 
asymptotique, on trouve une courbe ayant un point double ä 1'infim, les deux 
tangentes sonl les intersections du plan secant avec les deux plans asymptotes 
constituant le cylindre asymptote. 

Considerons enfin Tintersection de la surface par un plan quelconque 
parallele ä Tun des plans asymptotes, y = 0 par exemple; soit 

V = ht; 

l'equation de la section par ce plan est 



[» + (ax 3 4- SbhxH + Zclfxt 7 + dh 3 t s ) *— 3 + (2Bhxt + ChU l ) »— «] 
4-/["-4-(a,x'4-20,Ax<+c,AY) «"~ 3 ] 4-f 7 [-+(a I x4-M0*"~ s ] +f , [-+^ J *"~ J ]+ - 




ou, en ordonnant, 

^(...4-0»— s )+te(---+2ßAa— . + CI'»— »)+# , (...) + - = 0. 
La direction asymptotique x = 0 correspond ä un poinl double, car si Ton pose 

I = kx, 

on voit que lo premier membre de l'equation precedenle est divisible par x*; 

19» 
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les tangentes au point double sollt donnees par l'equation 

2Bhk + Ch-k 1 = 0, ou ZBxt + Che = Q; 

une des tangentes est la droite ä l'infini / 0. Kau Ire est la droüe 2Bx+Cht = 0; 
il est visible que cette derniere droite est l'intersection du plan secant y hf <i 
avec le second plan asymptote 2Bx+Cy = 0. 
Ainsi : 

Le cylindre atymptote te reduitant ä detix platt* qui te coupent (que 
je nommerai plant atymptote» du point double), faxe det deux plan» 
atymptotet ett parallele ä la direction asymplotique; let tangentes inflexionnetlet 
tont les intertectiont de la turface polaire -2" par chacun det plant atymptotet. 

Tout plan pattant par Cintertection det deux plant atymptotet coupe 
la turface tuieant une courbe ayant un point de rebrouttement en I ä Cinfini; 
pour tontet cet tectiont la tangente de rebrouttement ett Cintertection det 
deux plant atymptotet; on pourrait donner ä ce point double particulier le 
nom de point de rebrouttement conique, et ä la tangente commune cehti 
d'axe de rebrouttement. 

Chaque plan atymptote coupe la turface tuieant une courbe ayant un 
point triple en I ä Cinfini; let troit tangentet en ce poinl triple tont let troit 
tangentes inßexionnellet silueet dam le plan atymptote contidere. 

Un plan quelconque parallele ä la generatrice G coupe la turface tui- 
eant une courbe ayant un point double en I; let deux tangentet tont let inter- 
tectiont det deux plant atymptotet par le plan tecant. 

Un plan quelconque parallele ä Fun det plant atymptotet coupe la 
turface tuieant une courbe ayant un point double ä Cinfini; Cune det tan- 
gentet ett fintertection du tecond plan atymptote par le plan tecant, et la 
teconde tangente ett ä Cinfini, parallele ä la generatrice 6. 

23. 3" nr cas. Le cylindre atymptote te reduit ä deux 
plant parallele». 

Prenons la direction asymptotiqne pour axe des * et Tun des plans pour 
plan des xs; nous servant alors des equalions (38.) et (39.), il faudra supposer 

A = Q, B = 0; A l = 0, ^ = 0; 
les surfaces r et £ auront pour equations respectives 

(r) Cy'+fi.y* = 0, 
(J£) j < ^+ 3ft;r, y + 3^ , + rfy , + (»-2)Cy , »+/[a 1 x J +26 1 «y+c I y , ]j 

I + (m-2)B l yzt+?(a 2 x+b 1 y)+A i t i i ; 
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et les Functions <p m , i» V— n . . ■ se reduiront a la forme 

= ^-(a ^ ^ , + 36x , y + 3«Ey , +dy , )»- s ^-C^a-^• 

9—i = +(« 1 * , +2& 1 *y + c I y , )*- , + fllSr*--^• 

<P_» = &if )»""""; 

V— » = +u4ja-^. 

La section de la surface par le plan des x» oa y=0, lequel est un des deux 
plans asymptotes, a pour equation 

(... + ox 3 *^)+<(-.- + a 1 * , »^ J ) + / 2 (--- + a J xa-- s )+l , (..-+^,»--*) + -'- = 0. 

La direction asymptotiqae x = 0 ou Taxe des » correspond ä an point triple; 
si Ton pose x = kt, on aura les tangentes en ce point triple en egalant ä 
zeru le coefficient de ce qoi donne 

aV+a^+thk+A^O, ou ax 3 +a l x 1 t-\-a 1 xt i -{-A i t i m 0; 

on voit que ces trois droites sont les intersections de la surface 2 par le 
plan y = 0, c. a. d. les trois tangentes inflexionnelles situees dans le plan 
asymptote considere. 

Cherchons maintenant Pintersection de la surface par un plan quel- 
conque parallele aux plans asymptotes, savoir par 

9 = *<; 

on a pour equation de la section: 

[...+(*»+ SbkxH + Sch'xt 1 + dhH >) » + CA'< V" ] 
+ t[--.+.(o i x'+2b l hxt+c l kU 1 )*'^+B l kt»-- r \ 

ou, en ordonnant, 

(- + ^V- J ) + /[- + (36A+a l )a: , »- 3 ]+t l [... + (a 1 +B 1 »)»- , ]j = Q 
+ / , [- + (rfA s +c I A l +6 I Ä + ^)»- , ] + - ! 
La direction asymptotique x=0 ou laxe des * correspond ä un point double; 
et en posant t = kx, on trouve, en egalant a aero le coefficient de x\ 

A< = 0, ou /' = 0; 

on a donc un point de rebroussement, la tangenle de rebroussement est ä Tinfini. 

Le plan des y» peut etre regarde comme un plan quelconque parallele 
ä la direction asymptotique; la section de la surface par ce plan possede un 
point double a l'infini, les tangentes en ce point double sont les intersections 
des deux plans asymptotes paralleles par le plan secant. 



= 0; 
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Ainsi: 

Lortque le cylindre asymptote »e reduit ä deux plan» paraäele» (que 
je nonmerai ptan$ asymptote» du point double), tout plan parallele aux 
plan» asymptote» coupe la surface suicant une courbe ayant un rebrou»»ement 
en I ä finfini, la tangentede rebrou»»ement e»t ä finfini dam le plan »Hant 
et parallele ä la direction asymptotique; le point double de la surface peut encore 
itre detignt »ou» le nom de point de rebrou»»ement conique, mai» faxe 
de rebrouttement e«l ä finfini, parallele ä la direction aaymptotique. 

Chacun de» deux plan» asymptote» coupe la »urface suicant une courbe 
ayant un point triple ä finfini; le» tangente» en ce point triple »ont le» troi» 
tangenie» inßexionnelle» »itute» dan» le plan aeymptote con»idere. 

Un plan quelconque parallele ä la direction asymptotique coupe la »ur- 
face suieant une courbe ayant un point double ä finfini, le» tangenie» en ce 
point »ont le» interteclion» du plan secant avec le» deux plan» asymptote». 

24. 4*"* cas. Le cylindre asymptote se reduit ä deux plan* 
coincident». 

Prenons pour axe des 3 la direction asymptotique, et, pour plan des x», 
le plan auquel se reduit le cylindre asymptote; on devra avoir (equation (38.)) 

A=0, Ä = 0; .4, = 0, tf, = 0; A, = 0; 

le oylindre asymptote et la surface -2" ont alors respeclivement pour equalions 

(/') ST = 0, 

j +r(a 1 x + b,y) + A i t> - 0; 

et les fonclions q> m , . . . prennent la forme 

V» = +(ax s +3bx'y + 9cxy" + dy 3 )*'- i + Cy 
= + {a t x , + 2b, xy + c,y 7 )*— J ; 

0-2 - 

<P—s = + (a i x + b s y)*~ 4 +A i *—\ 

Le plan des x« ou y — 0 coupe la surface suivant la courbe 

(-■^■ 1 )+/(-4fl l x'»^)+/'(»'+9 1 M"" , )+< , ('-+fl J ir , +^«"- 1 )+... = 0; 

la direction asymptotique c = 0 ou Taxe des * correspond ä un point triple) 
les tangentes inflexionnelles se reduisent, dans le cas actuel, ä Irois systemee 
de deux droites confondues; cea trois droit es sont les tangentes an point triple. 
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Le plan des yt peut *lre regarde comme an plan quelconque parallele 
ä la dircciion asymplotique; la seclion de la surface par ce plan a pour equation 

la direction asymplotique y = 0 ou laxe des s correspond ä un point double. 

3 deux tangenlcs au poinl double se confondent avec Taxe des »; c'est 
dorn, un point de rebroussement. 

Si Taxe des a est une tangente inflexionnelle, c. ». d. si l s — 0, la 
tangenle de rebroussement a un contact du second ordre: c'est un rebroussement 
de 2'"* espece. 

L'intersection de la surface par un plan quelconque parallele au plan 
asymptole, tel que y = kt, a pour equation 

+ < 1 [- + (a ? s+6 7 A0»— t ) + t 1 [- + A i * m - >] + ■■- = 0, 
ou, u\ ordonnant, 

(. . . + o*»»-') +*[•••+ (»A+ a,) x'*- 1 ] +'[••• + CAV- J ] 

La direction asymplotique x = 0 ou Taxe des * correspond ä un point double ; 
en posanl / = lex et en egalant ä zero lo coefficient de x* t on a pour les 
tangentes 

A' = 0, ou t' = 0; 

on a douc un poinl de rebroussement dont la tangente est ä finfini. 
Ainsi: 

Lorsqu le cylindre asymptole se riduit ä deux plant coincidents (que 
je nommerai plan asymptole du point double), un plan quelconque pa- 
rallele ä la direction asymplotique coupe la surface suiva"t une courbe ayant 
en I ä Cinfiin un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est 
tintersection du plan secant avec le plan asymptote; c'est un rebroussement 
de premiere espece; le rebroussement est de deuxieme espece, lorsque le plan 
secant passe par une des tangentes inflexionnelles. Ainsi, lautes les tangmies 
de rebroussement, au Heu de se confondre comme dans le deuxieme cos acec 
une seute droite, »ont ici toutes dans un mime plan asymptote. On pourrail 
donc donner ä ce point double ä Cinfini le nom de point de rebrousse- 
ment plan, et le plan asymptole serait le plan de rebroussement. 
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Le plan asymptote coupe la surface suieant une covrbe ayant un point 
triple a Cinfini, les tangentes en ce point triple tont le» trois tangentes in- 
fiexionneUes, intersections de la sufface 2 par le plan asymptote. 

Un plan quelconque parallele au plan asymptote coupe la surface 

rebroussement est ä Cinfini, parallele ä la generatrice G. 

25. 5'*"* cas. Le cylindre asymptote se riduit ä deux plans, 
dont un ä Vinfini. 

Si Ton se reporte ä l'equation generale (30.), on voit qne ce cas se 
presentera lorsque la directum asymptotiqne G sera une areie triple du cAne 
C et une areie simple pour le cöne tf „ , (st, y, a) = 0. 

En prenant pour axe des a la direction asyroptotique et en supposanl 
que le plan des x» soit le plan ä distance finie, on ä d'apres les equations 
(38.), (39.), (37.), 

A = 0, B = 0, C=0; A, = 0, A t = 0; 

d'ou 

(H B t yt = 0, 
l ax* + Zbx'y + Sexy 1 + dy* + 1 [«, x 7 + 26, xy + c, y 1 + (» - 2 ) B t y ■] 
I +/ 2 (o J x+6 J y) + ^/ J = 0; 

et 

<p m = + (ax 1 + Sbx'y + Sexy* + dy 1 ) *— J ; 

V— = +(a,a: 7 +26 l xy + c 1 y , )»-' , + Ä,y*— %" 

¥>— * = 4-(a ä x+ö J y)*— 1 ; 

</>»_> = +(a i x+b s y)* m -'+A i * m -\ 

Trois des tangentes inflexionnelies sont les intersections du plan ä ttnfini avec 
les trois plans 

ox 3 +3bx , y + Zcxy 7 + dy s = 0; 

et les trois autres sont 

y = 0, ax 3 + a l x 7 t+a t xt J -}-A i e = 0. 

L'intersection de la surface par le plan des y», que nous pouvons regarder 
comme un plan quelconque parallele ä la direction asymptotique, a pour equalion 

(.•.+rfy J *"- J )+n---+^.ya"" I )+' ) ("-+M*^ J )+« 3 (---+^»-- , )+--- = 0. 

La direction asymptotique y — 0 ou Taxe des » correspond ä un point double ; 
en posant successivement y = kt, puis t — k t y, on obtiendra les deux tangentes 
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en ce poinl double, qui sont: l'nne, rinlerseclion du plan secanl avcc lc plan 
asymptote ä distance finic; lautre, ä l'infini. Lorsque Taxe des z est wie des 
tangenlcs inllexionnelles, la preroiere tangente a tin contact du second ordre. 

Par uno annlyse seinbiahle ä cello que nous avons dejä repelee plusicurs 
fois, on conslalera que linfersection de la surface par un plan parallele au 
plan des xs a un poinl de rebrousseuienl ä ttnfini donl la tangente esl elle- 
meme a tttifuii. 

Ainsi: 

htrsque le cylindre asymptote se reduit ä deux plan» dout tut est ä 
Cinfini, la direction asymptotique G est une arete triple du cnue C et une 
arUe simple ponr le cöne q>m—i ff. a) — 0: trois des langentes infiexionnelles 
sonl dans le plan ä Cinfini. Le plan asymptote ä distance finie ext parallele 
au plan fangen! au cöne <y„,-i (x, y, t) — 0 s-uiran! (arete G; les trois tan- 
genles infiexionnelles ä Cinfini sont respeclivement dans les plans tangenls au 
cöne C stticant C artte triple G. 

Tout platt parallele ä la direction asymptotique coupe la surface suitant 
une courbe ayant un point double ä Cinfini; wie des taugen tes est « Cinfini, 
parallele ä la direction asymptotique; f 'untre est Cintersection par le plan 
secant du plan asymptote ä distance finie. 

Tout plan parallele au plan asymptote ä distance finie coupe la surface 
suitant une courbe ayant un point de rebroussement a Cinfini, la tangente de 
rebroussement est ä Cinfini, parallele ä la direction asymptotique. 

Les deux plans asymptotes coupcnl la surface suitant une courbe ayant 
un point triple ä Cinfini, les tangente* en ce point sont les tangente* in- 
fiexionnelles. 

26. 6'"* cas. Le cylindre asymptote se reduit ä deux plans 
coincidents et ä Cinfini. 

Si Ton se reporle ä requalion generale (30.), on voit que ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptotique G sera une arete triple du conc 
C et une aröte double pour le cöne q> m _ , (x, y, s) = 0. 

On a alors, d'apres les equations (37.), (38.), (39.): 

A = 0, Ii = 0, C = 0; A, = 0, B t = 0; 




= 0; 
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y. = + («r 1 + 36x 2 y + 3c*y* + dy } ) *— J ; 

<Pm- 1 = + (a l x 1 + 2b t xy + crf)»—*; 

9— j = + {a x x+b 1 y)* m - , + v4 J »— 1 ,- 

V— j = + B . 

Lcs tangentes inflexionnelles se reduisent ä trois groupes de deux droites 
coincidentes siluecs dans le plan ä 1'infini et dans les trois plans tangents au 
cöne C suivant fareMe triple G. 

Le plan des x» peut dlre regarde comme un plan quelconque parallele 
a la direclion asymptotique; son intersection avec la surface est 

(•••-i-axV- J ) + / (■-+«, iV" 1 ) + C (-+^ a »— ') + l*(~Mi ■— ')+- = 0 ; 

la direction asymptotique r-Oou Taxe des s correspond a un point double; et, 
cn posant t kx, on trouve pour l'equation des tangentes en ce point double 

V = 0, ou t 7 = 0. 

Donc: 

Lorsque le cytindre asymptole se reduit ä deux plans confondus avec 
le plan de finfini, un plan quelconque parallele ä la direclion asymptotique 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement ä Cinfini, 
la langente de rebroussement est ä Finfini dans le plan asymptote; on a ainsi 
un point de rebroussement plan, mais le plan de rebroussement 
est d F infini. 

Le plan ä Finfini coupe la surface suivant une courbe ayant un point 
triple en l, les tangentes en ce point sont les intersections par le plan ä fin- 
fini des trois plans tangents au cöne C svicant farctc triple G. 

27. Remarque I. II peut arriver, dans le cas d'un point double ä 
Finfini sur la surface, que la surface ~ (36.) se rednise ä un cöne, ou bien ä 
un cylindre non parallele a la direction asymptotique; mais ceci ne se presenlcra 
que pour certaines positions particulieres des tangentes inflexionnelles, lorsque, 
par exemple, plusieurs de ces tangentes se confondenl, ou s eloignent ä 1'in- 
fini, etc Nous obtiendrions alors des varietes du point double renfermees 

dans les cas particuliers que nous venons d'etudier; mais nous devons laisser 
de cote cet examen qui allongerait demesurement cette discussion dejä fort 
etendue. D'ailleurs les hypolbeses que nous avons parcourues nous ont donne 
les cas generaux de la discussion des points doubles; ces cas doivent 6videmment 
correspondre aux formes speciales que peul presenter le cylindre asymptote 
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Cependant il est impo rinnt de remarquer que, dans le ras d'un point 
double, Ia surface 2l ne peut pas se reduire ä un cylindre parallele ä la 
direction atymptotiqve. Car, prenant la direction asymptotique pour axe des 
% et faisant usage de lequation (39.), on devrait avoir 

A = % B = 0, C = 0; A t = 0, ß, = 0; A 2 = 0. 

Lequation (38.) da cylindre asyraptole se reduirait, dans ce cas, a une identite; 
par suite, on conchirail de requalion generale (30 ) 

d>- _ 0 d\ m _ 0 d'<p m _ 0 d'(p m _ 0 o>, _ 0 d>, ft , 

-37- -°* "ä^- 0 ' "ö?^- 0 ' ä^- 0 ' ö^ä7- 0 ' äfldf- 0 * 

et on voit alors, par l'equation (6.), que /c />o»n* / ä A'h/Siw «erat/ un potttf 
/ripfe rfe la surface. 

28. Rem arqae II. La discussion des points multiples d ordre superieur 
au second serait excessivenient compliquee; eile exigerail d'ailleurs, pour etre 
complete. des notions plus etendues que Celles que nous possedons sur les 
courbes et les surfaces d'ordre superieur. 

Je me contenterai de signaler les cas suivants, pour montrer comment 
la methode analylique se pröle avec facilite ä l'etude et ä la discussion des 
points a finfini. 

f. Les fonctiont tp m et tont respectwement de la forme 



(40.) 

I 9m-i(*t V> ») " fi x , 9, ») Vfo 9, *)• 
Considerons une direction asymptotique (a,fi,y) situee sur le cone 
f{x, y, *) = 0, de sorle que f(a, (i,y) = 0; 

le point a l'infini correspondant (-J = -J = y>' = 0) est un point double de 
la surface; le cylindre asymptote (30.) a pour equation 

,4,0 Ar)[-|f +f g+.|fT+«rKAr)[«ä+f ]j 

Cette equation represente deux plans paralleles, le point double est, par suite, 
un point de rebroussement conique dont Taxe est ä l'infini [n°. 23]. 
Donc chaque point de la courbe ä l'infini 

f(*,j,*) = 0, / = 0, 

20* 
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est un poinl double de la surface: ce soul des poinls de rebroussement 
couique dont laxe est n rinfiui. 

Pour les diredions asymploliques, ioterseclions des deux cönes 

y(«,y,»)n=0, f{x, tj, ») = 0, 

les poinls de la courbo sonl des poinls de rebmusscmenl de la nature 
de eeux qui onl ele eludics au [»". 25], car alors le oyliudre asymplote 
se conipohe de deux plans dont un est u l'infini. 
11°. l.'rtjualioti de la surface V e*t de la forme 

(42.) *,»)+••• - 0; 

de sorte que, si q est le degre de f(x, y, z), on a 

pq « m; 

nous supposons. en outre, que la fonetion <p m -t(x,y,&) nadmet pas en facteur 
la fonetion f i x, y, 3). 

Consideroiis une direclion asymplotiquo G{a,ß,y) satisfaisant a la 

relation 

f{*,ß>f) - 0; 

le poinl ä ttnfini / (~sas -J-as-i-, t = o) esl un poinl simple de la surface, 
le plnn asymptote correspondant est ä finfini. 

Pour rnieux connailre la nature du conlact en un tel poinl, eludions 
la seclion de lu surface par un plan quelconque passant par le poinl /, c. ä. d. 
parallele ä la direclion asymploliqtie Q. On peut supposer que cette direction 
soil prisc pour axe des 5, alors 

(1"0 f(x, y, ») = ~-r(Ax' > +'>ßry + Cy*)*<-'-{(ax-t-by}i'>-\ 
Le plan des xz ou y — 0 peut elre regarde comme un plan quelconque paral- 
lele a la droilc (J; la seclion de la surface par ce plan a pour equalion 

(.•. + fla:s'- , /-^-/(..• + a,5'*- , H'''(••• + <^l*"" , ) + ••• = 0; 
la direction asymptotique i-O ou Taxe des 2 correspond a un poinl simple; 
et si Ton pose / = kx, ou a 

x'(.-. + a**- , / , 4-^'..- + «i3 m " , J + * , *'("-+a J *"~ s )+--' = 0. 
Pour avoir la t&ngenle, ii faut egaler ä zero le coefficient de x%"~ 1 , ce qui 
donne ft = 0; le premier membre de l'equation precedente est alors divisible 
par af; Tasymptole, laquelle est ö ttnflni, a donc avec la courbe un conlact 
du (p-lf'"' ordre. 
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Si dans la valeur de f(x,y.*) on suppose 0 = 0, le plan des 
x» est alors langen! an cöne f{x,y,i) des directions asymptoliques; la section 
par le plan y = 0 a, dans ce cas, pour cqualion 

la dircction asymplotique x = 0 ou Faxe des s correspond ä un point simple; 
el, si Ton pose / = kx, on a 

x>(.»+ /ts^-)'-f *ar(-- + Oi**~ , )-r*V{-.- + a t »— 1 )-!---- = 0. 
Pour avoir la langenle, il fant egaler ä zero le coefficicnt de x» m ~ % , ce qui 
dünne k-0; le premier membre de l'equation precedenle est alors divisible 
par Pasymptole, laquelle est ä Pinfini, a donc avec la courbe un contact 
dn {2p -1)-' ordre. 

Ainsi: 

Lorsqne l'equation de la surface se presenle sous la forme (42.)- le 
plan ä Pinfini est un plan tangent multiple et touche la surface suivanl 
la courbe ä Pinfini 

fix, y, ,) = 0, / = 0; 

en cbaque point de celte courbe, le contact du plan ä Pinfini avec la 
surface est du [p — 1)'"" ordre. Car, si nous consideronä un de ces points, 
/ par exemple, un plan quelcouque passant par le point / coupe la sur- 
face suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple a 
Pinfini, et la tangente ä la courbe en ce point, laquelle tangente est 
aussi ä Pinfini, a avec la courbe un contact du {p— 1)""* ordre; donc le 
plan ä Pinfini est lel que toutes les droites, situees dans ce plan el 
passant par /, c. ä. d. paralleles ä la direction asymplotique G, rencontrenl 
la surface en p points coincidanl avec le point /. 

Le plan langen! au cöne f{x, y,&)~0 suivant Parele G coupe la 
surface suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple 
ä Pinfini; la tangente ä la courbe en ce point, tangente qui est elle- 
meme ä Pinfini, a avec la courbe un contact du 2p 1 ordre, c. ä. d. 
rencontre la surface en 2p poinls coincidant avec le point /. 
III". V equation de la surface est de la forme 

(43.) <p m {x,y,*) = r. 

Tous les plans asymptotes enveloppent le cöne 
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Si nous considerons one generatrice quelconque G de ce cöne, par exemple, 

■J = -j = y = p, avec Ä y) = o, 

et si nous cherchons son inlersection avec la surface, oo trouve 

<>>.(«, ftr) = <-, ou r = 0; 

donc celle droile rencontre la surface en m points coiocidant avec le point / 

ä Kiltf (i-J.«i,l-0). 

On voit, par Pequation (6.), qu'une droite quelconque parallele a la 
generatrice G ne rencontre la surface qu'en un seul point ä l'infini. 

Pour etudier la nature du contact au point /, prenons la direclion 
asymptotique pour axe des a et le plan tangent au cdne pour plan dos xa, 
de sorte que 

(44.) y,a) = ■.+(Ax 1 +2Bxy + Cy*)*-> + by*~ l . 

La sectioo par le plan asymptole oo y = 0 a pour equation 

(•••+i4a?*— »j-r = 0; 

la direction asyraptotique x = 0 ou laxe des a correspond a un point double ; 
les deux tangentes se confondent avec Taxe des a; et, pour x = 0, le premier 
membre de I equation est divisible parT, c. ä. d. que le contact et du (m-2)~ r 
ordre. 

La section par un plan quelconque passant par la generatrice G, c. ä. d. 
par le plan x = 0 qui peut etre considere comme tel, a pour equation 

(••• + Cy ? a— *)_r = 0; 

la direction asymplotique y = 0 ou Taxe des a correspond ä un point simple ; 
et si Ton pose y = kt , on trouve pour determiner la taugenle ür = 0, et le 
premier membre est alors divisible par f\ 

La seclion par un plan quelconque parallele au plan asymptote, par le 
plan y - ht = 0 par exemple, a pour equation 

ou, cn ordonnanl, 

x>(..- + Ai m - ') + *(- + 2ÄA*»— ' + 6A»— •) + <»(...) + ... = 0; 
la direclion »symplolique x = 0 correspond a un point simple; et, en posant 
t = k'x, on trouve la tangente en egalant ä zero le coefficient de xi"~ l , ce qui 
donne -k' — 0, et le premier membre est divisible paT x 7 ; l'asymptote est dono 
ä rhißni et a avec la courbe un contact du premier ordre. 
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Un plan quelconque parallele au plan des ya, x— ht = 0 par exemple, 
peut etre regarde comme un plan quelconque parallele ä la generatrice G; Ia 
section de la surface par ce plan a pour equation 

•+(^V+2flAy<-f(y)*-- l +ty*-- , -r = 0, 
ou, en ordonnant, 

(... + J>y*- l ) + /(."+2ßAy*— »)+|'(... + i U« a -»)+|>(...) + ... - 0; 

la direction asymptotique y 0 correspond ä un point simple ; si Ton pose 
y = iU, on Irouve pour determiner la tangente i = 0, et le premier numbre 
de lequation devient divisible par /' seulement. 
Ainsi : 

Lorsque l'equation de la surface est de la forme 

<p-(x,y,*) = r , 

tous les plans asymplotes enveloppent le cöne <p m (x, y, a) = 0. 

Une generatrice quelconque G de ce cöne rencontre la surface en 
m points coincidents ä l'inßni. 
Si nous considerons le point / a Tinfini sur la generatrice G, on constate que: 
Le plan asymptoto en / coupe la surface suivant une courbe ayant 
un rebroussement en /,• Ia tangente de rebroussement, ou Ia generatrice 
G, a avec la courbe un conlact du (»—2)*"* ordre. 

Un plan quelconque parallele au plan asymplote coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point /, lequel est un point simple de 
la courbe; Tasymptote, qui est ä Tinfini parallele ä la generatrice G, a 
avec la courbe un contact du premier ordre. 

Un plan quelconque passant par la generatrice G coupe la surface 
suivant une courbo passant par le point /. qui est un point simple; la 
tangente en ce point simple est la generatrice G, laquelle a avec la 
courbe un contact du (w— 1)*"" ordre. 
Tout plan parallele ä la generatrice G coupe la surface suivant une 
courbe pour laquelle le point / est un point simple; la tangente est l'inter- 
section du plan secant avec le plan asymptote, le contact est du premier ordre; 
cette droite, siluee dans le plan asymptote et parallele ä la generatrice G, 
ne rencontre donc la surface qu'en deux points coincidents; et, par suite, le 
plan asymptote n'a avec la surface qu'un contact du premier ordre. 

IV°. Je terminerai par Vexame* dv au o* la tttrface ptmede tme 
droite double ä finfini. 
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I Vqnation de la surface est alors de ]a forme 

(45.) (Ax^By+Csy(p(x,y,i)+t(Ax+By+Cs)y{x,y,s)^t' t (f m _,{x f y > »)-\---- = 0. 
Un plan quelconque passant par la droile ä l'infini 

(D) P m Ax+By + C* = 0, t = 0. 

par exemple 

Ax + Bij + C« - U, 
rencontre la surface suivanl deux droiles coincidant ayec la droile D ä fin- 
fini, rar le prcmier membre de l'equalion est divisible par t\ quel que soit ?■; 
la droite D est donc une droite double. 

p our une direction asymptolique quelconque (a,(i,y) parallele au plan 
P, c. a. d. teile, que Ton ait 

Aa Cy = 0, 

l'equalion du plan asymptotc se reduit n une idenlilc; et le cylindre asyniplote 
(30.; a pour equalion 

<p («, ß, y) [Ax + By + Ca]' + 1 y, («, ß, y)[Ax + By + Cs] + / V— * («, ?0 - 0 
Les conclusions enoncees au n°. 28, Rcmarque II, I n sont applicables ici; 
c. a. d. que tous les points de la droite D sont des points de re- 
broussement coniquc donl Taxe est ä l'infini; les (m— 2) points silues 
sur les droites d'intcrsoction du plan P avec le cöne y (*» V, ») sont des 
points de rebroussement de la nature de ceux qui onl ete eludies ou n". 25, 
le cylindre asymptotc se compose alors de deux plans dont un est a 
linfini. 

On constate sans difficulle, en prenanl le plan P pour plan des :rs par 
exemple, que: 

la seclion de la surface par le plan P se compose de deux fois la droite 
ä l'infini D et d'une courbe d'ordre (m— 2); 

la section de la surface par un plan quelconquo parallele au plan P se 
compose de la droite D et d'une courbe d'ordre (m— 1); 
la section de la surface par un plan quelconque a un point double ä 
l infini au point oü le plan secant rencontre la droite D, la direction 
asymptolique est l'inlerseclion du plan P avoc le plan secant; et les 
deux langentes sont les iulerseclions du plan secant avec le cylindre 
asymptole correspondanl ä cetle direclion asymptolique. 
Douai, 1364. 
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Ueber das Verschwinden der Functionen. 

(Von Herrn B. Riemann zu Güttingen.) 



Die zweite Abtheilung meiner im M" wn Bande dieses Journals er- 
schienenen Theorie der j46efechen Functionen enthält den Beweis eines Satzes 
Ober das Verschwinden der Functionen , welchen ich sogleich wieder an- 
führen werde, indem ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeich- 
nungen als dem Leser bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch 
Folgende enthält kurze Andentungen Ober die Anwendung dieses Satzes, 
welcher bei unserer Methode, die sich auf die Bestimmung der Functionen 
durch ihre Unstetigkeiten und ihr Unendlichwerden stützt, wie man leicht sieht, 
die Grundlage der Theorie der ^46e/schen Functionen bilden muss. Bei dem 
Satze selbst und dessen Beweise ist jedoch der Umstand nicht gehörig be- 
rücksichtigt worden, dass die Function durch die Substitution der Integrale 
algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, d. h. für jeden Werth 
dieser Veränderlichen, verschwinden kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die 
folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen über Functionen mit einer 
unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das BedQrfniss einer abkür- 
zenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

©j, . • . , v m 

geltend, so bald der Ausdruck von r, durch v complicirt ist. Man könnte 
dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine 
solche Bezeichnung würde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der 
Functionszeichen unbequem für den Druck sein; ich ziehe es daher vor 




t>„ e„ . . e. durch (e,)^ 

*(fn dorch ^(»(«r)) ' 

1. 

in der Function 5(e„e„...,e,) für die p Veränderlichen 
*i ...» algebraischer wie die Fläche 
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T verzweigter Functionen von » substiluirt, so erhält man eine Function von 
*, welche in der ganzen Fläche T ausser den Linien b sich stetig ändert, beim 
(Jeberlrilt von der negativen auf die positive Seite der Linie b r aber den 

Factor e~ U ' -"^ + 2 *' erlangt. Wie im §.22 bewiesen worden ist, wird 
diese Function, wenn sie nicht Cur alle Wcrlhe von z verschwindet, nur für 
p Punkte der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte 
wurden durch /,.., r lp bezeichnet, und der Werth der Function u, im 
Punkte r tu durch o\ u \ Es ergab sich dann nach den 2p Modulsystemen der 
9- Function die Congruenz 

(1 .) (* , e p ) K lf, , ia^+Äi, • ■ • , i + JT,), 

worin die Grössen ff von den bis dahin noch willkürlichen additiven Con- 
stanten in den Functionen u abhingen, aber von den Grössen e und den 
Punkleu ry unabhängig waren 

Führt man die dort angegebene Rechnung ans, so findet sich 

(2.) 2K r = 2±/ { tf+m;)dM,.~t r ni- 

In diesem Ausdrucke ist das Integral J{ut-tv~)du,. positiv durch b,. auszu- 
dehnen, und in der Summe sind für v alle Zahlen von 1 bis p ausser v zu 
setzen; t r = + 1, je nachdem das Ende von /, auf der positiven oder negativen 
Seite von a, liegt, und ^ = ±1, je nachdem dasselbe auf der positiven oder 
negativen Seile von b, liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens 
nur nöthig, wenn die Grössen e nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen 
aus den Unstetigkeiten von log# völlig bestimmt werden sollen; die obige 
Congruenz (1.) bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung 
bei, dass die additiven Constanten in den Functionen u so bestimmt werden, 
dass die Grössen K sämmtlich gleich Null sind. Uro die so gewonnenen Re- 
sultate schliesslich von dieser beschränkenden Voraussetzung zu befreien, hat 
man olfenbar nur nöthig. überall in den »9- Functionen zu den Argumenten 
-ff,, -AT,, -K v hinzuzufügen. 

Wenn also die Function #(w,-e,, u,-e,, u y -e f ) für die.p Pnnkte 
7/,, t} p verschwindet und mild identisch für jeden Werth von « ver- 

schwindet, so ist 
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Dieser Satz gilt für ganz beliebige Werthe der Grössen e, und wir 
haben hieraus, indem wir den Punkt («, ») mit dem Punkte 17, zusammenfallen 
Hessen, geschlossen, dass 

oder da die &- Function gerade ist. 

welches auch die Punkte 17,, »7,, .. ., rj^ seien. 

2. 

Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollständigung wegen 
des Umstandes, dass die Function #(«, — £,,«•..— £,,...,«,— «,) identisch ver- 
schwinden kann (was in der That bei jedem System von gleich verzweigten 
algebraischen Functionen für gewisse Werthe der Grössen e eintritt.) 

Wegen dieses Umstandes muss man sich begnügen, «anflehst zu zeigen, 
dass der Satz richtig bleibt, wflhrend die Punkte 17 unabhängig von einander 
innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage Andern. Hieraus folgt dann die all- 
gemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Principe, dass eine Function einer 
complexen Grösse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein 
kann, ohne Qberail gleich Null zu sein. 

Wenn * gegeben ist, so können die Grössen <',, e,, e, immer so 
gewählt werden, dass &(u, — e,, th — e,, u 9 — e r ) nicht verschwindet; denn 
sonst müssle die Function #(r,,e,, ...,©,) für jedwede Werthe der Grössen 
c verschwinden, und folglich mossten in ihrer Entwicklung nach ganzen Po- 
tenzen von e 2 "', e 2e ', e 2 ° f sämmtliche Coefficienlen gleich Null sein, was 
nicht der Fall ist. Die Grössen e können sich dann von einander unab- 
hängig innerhalb endlicher G rössengebiete ändern, ohne dass die Function 
&(u, — e,, u t — e,, u f — e p ) für diesen Werth von * verschwindet. Oder mit 
anderen Worten: man kann immer ein Grössengebiet E von 2p Dimensionen 
angeben, innerhalb dessen sich das System der Grössen e bewegen kann, ohne 
dass die Function — e,, «, -«,, .... u r — e p ) für diesen Werth von 5 ver- 
schwindet. Sie wird also nur Tür p Lagen von («. 3) unendlich klein von der 
ersten Ordnung, und bezeichnet man diese Funkle durch 17, , r; f , so ist 

(1.) (e„ *,...:*„) ~ (i«^i«4'\...,i«;*). 
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Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grössen e innerhalb E oder jedem 
Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweiso der Punkte tj, deren 
Gcsammtheil ein dem Grössengebiete E entsprechendes Grössengebiet H bildet. 
In Folge der Gleichung (i.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur 
ein Punkt von E; hätte also // nur 2p — 1, oder weniger Dimensionen, so 
wurde E nicht 2p Dimensionen haben können. Es hat folglich // 2p Dimen- 
sionen. Die Schlüsse, auf welche sich unser Salz stützt, bleiben daher an- 
wendbar für beliebige Lagen der Punkte »7 innerhalb endlicher Gebiete, und 
die Gleichung 

gilt für beliebige Lagen der Punkte r /t , »?,_, innerhalb endlicher Ge- 

biete und folglich allgemein. 

8. 

Hieraus folgt, dass sich das Grössensystem immer und 

nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form 

setzen lüsst, wenn *>^j'(w, ~c,)^ nicht für jeden Werth von s verschwindet; 

denn Hessen sich die Punkte »/„ ffc, . . ., 17, auf mehr als eine Weise so be- 
stimmen, dass der Congruenz 

<M - GM 

genügt wäre, so würde nach dem eben bewiesenen Salze die Function 

l)(^v{u r — e r )^ für mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch gleich 
Null zu sein, was unmöglich ist. 

Wenn #^v(w,— e,)^ identisch verschwindet, muss man, am 

in die obige Form zu setzen, d(^{u t -\ «J* - u\ >} - e,)j betrachten, nnd wenn 
diese Function identisch für jeden Werth von *, »i verschwindet, die 
Fu ncl ion fl (»•(«, + i u[ u) - £ «»r '-«,))• 
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Wir nehmen an, das» 



identisch verschwindet, 



\ aber nicht identisch verschwindet. 



Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von betrachtet, 
für e,^, ausserdem also noch für p — m Punkte, und bezeichnet 

man diese mit r/,, so ist 



und diese Funkte r ln jj,, 7;^_ können nur auf eine Weise so bestimmt 
werden, dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die Function für mehr 
als p Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function verschwindet, als 
Function von z,_, betrachtet, ausser für 17,+,, »?,,..., +i noch für p-m-1 
Punkte, und bezeichnet man diese durch *„ <„ f p ^- ti so ist 



und die Punkte «,, « 2 , . . ., e p m t sind durch diese Congruenz völlig bestimmt. 
Unter der gemachten Voraussetzung (1.) können also, um denCongruenzen 



zu genügen, m von den Punkten »; und m— 1 von den Punkten 1 beliebig ge- 
wühlt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. Offenbar gelten diese 
Satze auch umgekehrt, d. h. die Function verschwindet, wenn eine dieser 
Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine 
Weise lösbar ist, so ist auch die Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den 
Punkten r l} m aber nicht mehr beliebig gewühlt werden können, so können 
von den Punkten «, w— 1 beliebig gewühlt werden und dadurch sind die 
übrigen bestimmt, und umgekehrt. 






und 
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Auf ganz ähnlichem Wege crgiebt sich, dass, wenn 

*(j(*V)) = o 

ist, die Congrucnzen 

(4.) - (?(?*>)) 



(»o (:<-,,)) s (;('!'.-)) 



lösbar sind ; und zwar können sowohl von den Pnnkten r; als von den 
Punkten f, m beliebig gewählt werden, nnd es sind dadurch die (Ihrigen p—i —m 
bestimmt, 



identisch gleich Null ist, 

aber nicht identisch gleich Nnll ist, wobei der Fall m = 0 nicht ausgeschlossen 
ist. Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten 
m und nicht mehr beliebig gewählt werden können, so ist die Voraussetzung 
desselben erfüllt; und es können folglich auch von den Punkten f, m und nicht 
mehr beliebig gewählt werden. 

4. 

i Bezeichnen wir die Derivirte von 
£(©,,©,, ...,«v) 
nach c, mit &'„ die zweite Derivirte nach t> y und e„ mit 9^ m u. s. f., 

so sind, wenn fr identisch für jeden Werth von a, und £, 

verschwindet, sämmtliche Functionen 9' (r, )^ gleich Null. In der That geht 
die Gleichung 

ff(j(«? , -«l l, +r r )) - 0, 
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wenn «, und s, unendlich wenig von <r, und & verschieden sind, aber in 
die Gleichung 

i*;(!(r r) )*;> - o. 

Nehmen wir an. dass 

"ST 

sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors ...^ ... in 

und da zwischen den Functionen (f keine lineare Gleichung mit constanlen 

Coefficienten stattündel, so folgt hieraus, dass sämmtliche erste Derivirten von 
p 

j>(e„ ©„ ...,0p) für *(r r = r r ) verschwinden müssen. 

Um den umgekehrten Salz zu beweisen, nehmen wir an, dass 
P P 

v( r „ = r r ) und v(t> r = t r ) zwei Werthsysteme seien, für welche die Function 

P P 
if verschwindet, ohne für j(c K = «< ,) -o« ,) +r r ) und v(e„= u^-a^+t,) iden- 



tisch zu verschwinden, und bilden den Ausdruck 



(2.) 



Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von s„ so ergiebt sich, dass 
er eine algebraische Function von «, und zwar eine rationale Function von *, 
und a, ist, da Nenner und Zahler in T stetig sind und an den Querschnitten die- 
selben Factoren erlangen. Für *, =* £, und «, = Oj werden Nenner und Zahler 
unendlich klein von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; 
die übrigen Werthe aber, für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind, 
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Grössen r und der Grössen / völlig 
bestimmt, also von £, ganz unabhängig. Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird, bis auf 
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Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer rationalen 
von Ci unabhängigen Function von $, und * M multiplicirt in eine 

Constanle, d. h. eine von », unabhängige Grösse. Da der Ausdruck symme- 
trisch in Bezug auf die Grössensysteme (#, , *,) und (a, , £,) ist, so ist diese Con- 
stante gleich /(a,, £1), multiplicirt in eine auch von £, unabhängige Grösse A. 

Setxt man nun fA.x(*t*)=Qsß>*)* 90 ernält man für «nsern Ausdruck (2.) 
den Werth 

(3.) p(ü»*i)f(0|tCt) 
wo c (t , *) eine rationale Function von $ und a ist. 

Um diese zu bestimmen, hat man nur nöthig £, = », und «7, = *, werden 
zu lassen; es ergiebt sich dann 



f*;(fcg)*»i° 



oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors 



(4.) = ! 



Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung 



(5.) 



*(l («<«>_ .»+ r r )) &(* Ct*- r r )) 



Aus dieser Gleichung folgt, dass fr(5(*? , -«S l >+fw)) für jeden Werth 
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von s, and gleioh Noll sein muss, wenn die ersten Derivirten der Function 

P 

ror j(e r = r r ) sä mm U ich verschwinden. 

5. 

Wenn 



(1.) ^(v(I«t«)-i^-> + r r )) 



identisch, d. h. für jedwede Werthe von m(o-„,C„) «"»d 

schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zunächst, indem 

man = o„ = »« werden Ifisst, dass die ersten Derivirten der Function 

P/ ■— 1 — i v 
*(r„«„ ...,«,) für »>v c »'= «^ } — .Zti^+rJ sfimmtlich verschwinden, dann, 

indem man — «„_,, o_, — unendlich klein werden lässt, dass für 
l(t> r =^ m £a\r ) - m £^+r r ) auch die zweiten Derivirten sfimmtlich ver- 
schwinden; und offenbar ergiebt sich allgemein, dass die Derivirten Ord- 
nung sfimmtlich verschwinden für J(e r = T«^ ) -'Sv/ ,) +r r ), welche Werthe 

auch die Grössen s und die Grössen £ haben mögen. 

Es folgt hieraus, dass unter der gegenwärtigen Voraussetzung (1.) für 

p 

»(«V = r r ) die ersten bis m 1 " Derivirten der Function ©„..., e_) sfimmtlich 
i 

gleich Null sind. 

Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir 
zunfichst, dass wenn »(^(^Sa^-^^+r^ identisch verschwindet und die 

^"'(»(•V)) sfimmtlich gleich Null sind, auch ^J(JaW-i«M+r r )) 

identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke die 
Gleichung ($. 4, (5.)). 

Wir nehmen an, dass a^+r,)) identisch verschwinde, 



^(v(i^>-i«^)+r r )) 



Bd. LXV. Heft J. 
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auf die Grössen t die frühere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 

(/z)' * ( j (4 - «r + * (* c*f - «r + o) 

In diesem Ausdrucke sind unter den Produclzeicben sowohl für p, als für p' 
sämmtliche Werthe von t bis m zu selzen. im Zähler aber die Fälle, wo 
p = p' wurde, wegzulassen. 

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von a,, so ergiebt sich, 
dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich eine alge- 
braische Function von *, ist. Für «j = C f und *, = o f werden Nenner und 
Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also end- 
lich; die übrigen Werthe aber, für welche Zähler und Nenner verschwinden, 

m 

sind durch die Grössen ^(«^.s^,), die Grössen r und die Grössen /, wie oben 

2 

{§. 3) bewiesen, völlig bestimmt, und folglich von den Grössen £ ganz un- 
abhängig. Da der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grössen 
3 ist, so gilt dasselbe für jedes beliebige z /t : er ist eine algebraische Function 
von *„, und die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder 
unendlich klein wird, sind von den Grössen £ unabhängig. Er ist daher gleich 
einer von den Grössen £ unabhängigen algebraischen Function der Grössen 
s. ... x 9 m ), nmlliplicirt in einen von den Grössen * unabhängigen 

Factor. Da er aber ungeöudert bleibt , wenn man die Grössen s mit den 
Grössen g vertauscht, so ist dieser Factor gleich £.), multiplicirt 

mit einer von den Grössen * und den Grössen £ unabhängigen Constanten A; 
und wir können daher, wenn wir y04. #(*,,*,, ...,»„) = y(»i,*j, •••■.O setzen, 
unserm Ausdrucke {2.) die Form 

(3.) rf> (*,,*,,... , *.) xf/ (£j , C , . . . , £.) 

geben, wo u>(»,, *„) eine algebraische von den Grössen £ unabhängige 

Function der Grössen » ist, welche in Folge ihrer Verzweigungsart sich rational 
m 

in ausdrücken lassen muss. Lässt man nun die Punkte i? mit den 

Punkten t zusHminenfallen, so dass die Grössen £„ — t u und die Grössen a fl —* u 
Hhnmllirh unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten 
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von £(©,,©,, ...,e,) wie oben ($.4, (1.)) bezeichnet, 

(iT*M (r.)) Ä^rfnJ?» . . • du™ 



(4.) «,,...,»„)= + 



H»-« Vi / 



wo die Summationen im Zähler si- h auf v,, r„ v m beziehen. Es ist 
kaum nölhig zu bemerken, da«? d>o Wahl des Vorzeichens gleichgültig ist, 
da sie auf den Werth von y(*(« *m £n • ••»£•) keinen Einfluss 

hat, und dass statt der Grössen </«"■', <*y\ . .., dd"* auch, im Zähler und 

I 7 2 7 7 p 7 

Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen Grössen tpii*,,,*,,), yj(f u ,*^,), 
</*(*«>»«) eingeführt werden können. 

Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche für den 
Fall bewiesen ist, dass 

gleich Null und 

tf(j(i*<*>-i«<*>+r,)) 
von Null verschieden ist, folgt, dass 

#(j(i«'/>-i«<"+r r )) 

nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen 9 (m) (j(r,)J simml- 
Iich gleich Null sind. 

Wenn also die Functionen #'^ n ^» >,)^ säramtlich gleich Null sind, 
so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung 

/»(v(i«<;''-i«'">+r,)) - 0 

für n = m ihre Gültigkeit für » = m+l. Gilt daher die Gleichung für i» = 0 
oder ist ,9^j(r,)) = 0 und verschwinden die ersten bis !»"" Derivirten der 

Function &(vr,}^ für I (r. = r p ) sämmtlich, die (m+l)" n aber nicht sämmtlich, 

22» 



so gilt die Gleichung auch für die grösseren Werthe von » bis K sei j äi)Gr 
nicht für » = »+1; denn aus d(J(3V ) -'-fV+r r )) == 0 würde, wie wir 

vorher schon gefunden hatten, folgen, dass die Grössen #" +,) (»(rr)) sämmtlich 
verschwinden müsslen. 

6. 

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusammen, so er- 
halten wir folgendes Resultat: 

Ist #(r,,r,,...,r,) =0, so lassen sich (p-i) Punkte fj„ v^-i 

(r„ r„ . . . , r,) SS $f#\ £a!f\ . . . , 

und umgekehrt. 

Wenn ausser der Function S r , . r . . . r r auch ihre ersten bis m 1 " 
Derivirten für ©, = r,, ej = rj, e, = r, sämmtlich gleich Null, die (w-fl)*" 
aber nicht sämmtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punkten r\ t 
ohne dass die Grössen r sich indem, beliebig gewählt werden und dadurch 
sind die übrigen p-l-m vöUig bestimmt. 

Und umgekehrt: 

Wenn m und nicht mehr von den Punkten *?, ohne dass sich die 
Grössen r Andern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der Function 

e,) auch ihre ersten bis m'"" Derivirten für r, — r, . ©, = r t , 
r f , = r,, sämmtlich gleich Null, die m • I aber nicht sämmtlich gleich Null. 

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fälle, welche bei dem 
Verschwinden einer Function eintreten können, war weniger nöthig wegen 
der besondern Systeme von gleichverzweiglen algebraischen Functionen, für 
welche diese Fülle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Unter- 
suchung Lücken in dem Beweise der Sätze entstehen würden, welche auf 
unsern Satz über das Verschwinden einer Function gegründet werden. 

Göttingen, im October 1865. 
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Regel zur Bestimmung des Inhalts der 
Sternpolygone. 

(Bruchstück aus den hinterlasaenen Papieren von C. G. J. Jacobi, 
mitgeteilt durch Herrn 0. Herme*.) 



enn die Seiten eines Vielecks sich schneiden, in welchem Falle 
ein sogenanntes Sternpolygon entsteht, so hat man nicht mehr einen einzigen 
von einem Contoare umschlossenen Raum, sondern mehrere geschlossene Räume, 
die entweder durch eine gemeinschaftliche Ecke oder durch eine gemein- 
schaftliche Seite mit einander zusammenhangen. Die gewohnlichen Entwick- 
lungen über den Inhalt ebener Figuren hören für solche Vielecke auf ihre 
Gültigkeit zu haben. Man kann aber gleichwohl fragen, welches die geome- 
trische Bedeutung des algebraischen Ausdruckes 

für solche Sternpolygone sei, und der Gleichmassigkeit wegen die diesem Aus- 
drucke gleiche geometrische Grösse den Inhalt de$ Sternpolygons nennen. 
Dieser Inhalt ist keineswegs der Summe der einzelnen durch das Polygon 
gebildeten Räume gleich. Denn man wird bei näherer Betrachtung finden, 
dass von diesen Räumen einige einfach, andere doppelt oder mehrfach, einige 
mit dem positiven, andere mit dem negativen Zeichen zu nehmen sind. Die 
Entscheidung hierüber ist bei einer etwas complicirten Sternfigur ziemlich be- 
schwerlich. Ich will daher eine Regel angeben, nach welcher der Inhalt 
des Sternpolygons so leicht, wie es möglich scheint, jedesmal gefunden werden 
kann, wobei ich jedoch voraussetze, dass niemals durch einen Punkt mehr 
als zwei Seiten gehen. 

Man bezeichne alle durch die Durchschnittspunkte der Seiten sowohl 
an den Ecken als auf den Seiten selbst gebildeten Punkte mit Zahlen in der 
Ordnung, wie sie im Sinne des ümfanges auf einander folgen, indem man 
von 1 anfängt. Es wird auf diese Weise jeder Punkt, welcher der Durch- 
schnitt zweier nicht auf einander folgenden Seiten oder kein Eckpunkt ist, 
mit zwei verschiedenen Zahlen bezeichnet, da man, wenn man im Sinne des 
Umfanges herumgeht, durch solchen Punkt zweimal, durch jede Ecke einmal 
kommt. Von einer beliebigen Zahl an bilde man eine Reihe Zahlen, indem 
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man auf jede diejenige folgen lflsst, welche sich bei demselben Punkte be- 
findet, bei welchem die nächst grössere Zahl steht, oder die nächst grössere 
Zahl selbst, wenn sie allein sieht. Dieses thue man so lange, bis man wieder 
auf die Zahl kommt, von welcher man ausgegangen ist, wobei man auf die 
grösste der die Tunkte bezeichnenden Zahlen wieder 1 folgen lassen muss. 
Man kann leicht einsehen, dass mau nie bei diesem Verfahren auf dieselbe 
Zahl zweimal kommt. Durch die <in;>egebene Regel ist nämlich für jede ge- 
gebene. Zahl der Reihe auch die unmittelbar vorhergehende bestimmt, da sie 
die nächst kleinere sein muss, als die bei demselben Punkte mit der gegebenen 
befindliche Zahl, oder als die gegebene selbst, wenn diese allein steht. Wären 
daher die m" und {m+m'y Zahl dieselben, so mflsslen auch dieselben Zahlen 
ihnen vorhergehen und also die (m'+l)'* mit der ersten übereinkommen, was 
gegen die Voraussetzung ist, da man die Reihe abzubrechen hat, sowie man 
wieder auf die erste zurückkommt. Schwieriger ist es allgemein zu zeigen, 
dass in der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlenreihe niemals zwei 
demselben Punkte zugehörige Zahlen vorkommen können. — 



Erläuterung des vorstehenden Jacobiachen Bruchstücks. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 

Um die zuletzt angedeutete Eigenschaft der su bildenden Zahlenreiben dar- 
zuthun, empfiehlt e« sich, die von Jacobi angegebene Bezeichnung der aut einander 
folgenden Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Sternpolygons für diesen 
Reweis dahin abzuändern, dass man jeden Eckpunkt, durch welchen man beim Verfolgen 
des Umfange» hindurchgeht, statt mit einer einzigen, nunmehr mit zwei unmittelbar auf 
einander folgenden Zahlen' der Zahlenreihe, und denjenigen Eckpunkt, von welchem man 
ausgegangen ist, mit der ersten und letzten Zahl bezeichnet, so dass sich schliesslich 
an jedem Eckpunkte, sowie an jedem Schnittpunkte der Seiten der Figur zwei Zahlen 
befinden, welche Zahlen conjugirte heissen mögen. Alsdann ist ton je zwei conjugirten 
Zahlen stets die eine gerade, die andere ungerade. 

Kür die EckpunJste ist diese Behauptung einleuchtend, denn an jedem derselben 
ntchen zwei auf einander folgende Zahlen, mit Ausnahme desjenigen, von welchem 
au* der Umfang durchlaufen w.ndeu ist, an diesem aber stehen 1 und die letzte aller er- 
haltenen Zahlen; und dasi diese eine gerade sein muss, folgt daran*, dass hei der gegen- 
wärtigen Bezeichnung jr<l<T Tunkt, »ei irr Eck - oder Schnittpunkt, zwei Zahlen gient. 

tTm die Behauptung auch für die Schnittpunkte zu beweisen, denke man sich, 
dass der den Umfang des Stcrnpolygous durchlaufende Punkt von dem Eckpunkt 1 
anfang";ni durch einen bestimmten Schnittpunkt P bei g zum ersten Male, bei / zum 
zweiten Male hindurchgehe und bei 'lr auf den Eckpunkt 1 zurückkomme. Daun 
kann man das gegebene Sternpolygon in zwei zerlegen, in das Polygon A, welches 
den Umlauf von g bis / umfaßt und da» Polygon B, welche« den Umlauf von / bis 
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2r und den sieb daran anschliessenden von 1 bis g umfasst. Die zum Sternpolygon 
A gehörenden Zahlen von g bis / rühren her 

1) von den Eckpunkten des Polygons A, 

2) von den Punkten in welchen das Polygon A sich selbst durchschneidet, 
8) von den Punkten (P ausgenommen), in welchen die Polygone A, B sich 

gegenseitig durchschneiden. 

Jeder Punkt der ersten und zweiten Categorie giebt zwei Zahlen, jeder der 
dritten Categorie nur eine Zahl von den zwischen g und / liegenden. Aber die An- 
zahl der Punkte der dritten Categorie ist selbst gerade nach dem allgemeinen Grund- 
satz, dass je zwei geschlossene Curven sieb in einer geraden Anzahl von Punkten 
schneiden, folglich liegt zwischen g und / eine gerade Anzahl von Zahlen, d. h. von 
den beiden zum Schnittpunkt P gehörenden coujugirten Zahlen g, l ist die eine gerade, 
die andere ungerade, w. z. b. w. 

Da nun in den zu bildenden Zahlenreihen auf jede Zahl die der nächst höheren 
conjugirte Zahl folgt, so besteht jede Reihe aus lauter Zahlen, welche mit der Aus- 
gangszahl gleichzeitig gerade oder ungerade sind, und es können dalier in einer Zahlen- 
reihe zwei conjugirte Zahlen, von denen, wie bewiesen worden, die eine gerade, die 
andere ungerade ist, nicht gleichzeitig vorkommen. 

Ferner ist zu bemerken, dass man fortdauernd neue geschlossene Zahlenreihen 
bilden kann, bis jede der die Eckpunkte oder Schnittpunkte der Seiten bezeichnenden 
Zahlen in einer dieser Keihen, und zwar wie gezeigt worden ist, einmal vorkommt Nur 
die kleineren der conjugirten Zahleu an den Eckpunkten sind bei der Doppclmimerirung 
dieser Punkte in den Zahlenreihen nicht enthalten. Dieser Ausnahmefall tritt jedoch 
bei Anwendung der Jacobüchen Bezeichnung, welche für das Folgende wieder voraus- 
gesetzt wird, nicht ein. 

Nimmt man jetzt an, das* die Zahlen einer jeden Reihe die Eckpunkte 
einer geradlinigen Figur bedeuten, deren Umfang in demselben Sinne genommen 
werden soll, als in welchem die Zahlen der Reihe aufeinander folgen, so werden durch 
die einzelnen Zahlenreihen cbensoviele geschlossene Figuren dargestellt, und zwar weil 
in den Reihen conjugirte Zahlen nicht vorkommen, Figuren, deren Unifange nicht 
einen und denselben Punkt zweimal berühren, d.h. deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden, also Figuren, welche im Gegensatz zu den Sternpolygonen als Theilvielecke 
im engeren Sinne zu bezeichnen sind. Jede Seite dieser Vielecke ist in demselben 
Sinne durchlaufen, als die entsprechende Seite, oder das entsprechende Stück einer 
Seite des Sternpolygons, weil man bei der Bildung der Zahlenreihen von jeder Zahl 
zu der conjugirten der nächst höheren, also im Sinne des ursprunglichen Umfanges 
des Sternpolygons fortgeschritten ist, und umgekehrt wird jede Seite oder jedes Stück 
einer Seite -des Sternpolygons durch eine Seite eines Thcilvielecks, und zwar weil 
keine Zahl doppelt vorkommen kann, nur durch eine einzige Seite eines Thcilvielecks 
dargestellt. Mit anderen Worten, die Theilvielecke haben nur Eckpunkte, niemals 
eine oder mehrere Seiten gemeinschaftlich und erfüllen die Ebene des Sternpolygous 
in der Weise, dass jede Seite oder jedes Stück einer Seite desselben durch eine Seite 
eines, aber auch nur eines einzigen Thcilvielecks bedeckt wird. 

Dies vorausgesetzt lasst sich nunmehr zeigen, dass der von Jacobi sogenannte 
Inhalt des Sternpolygons gleich ist der Summe aller durch die Zahlenreihen dargestellten 
Theilvielecke. 

Der Ansdruck nämlich x t m M—y^k+i' wo x k> 9k un ^ ^i« 9k+i recht- 
winkligen Coordinatcn zweier beliebiger Punkte p k und p i+I der Ebene sind, bedeutet 
den doppelten Flächeninhalt desjenigen Dreiecks, welches durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten 0 und die Punkte p k und p t , als Eckpunkte bestimmt wird, und 
zwar für dieselbe Drehrichtung der geraden Linie Op k in Op M , als durch welche 
die x-Axe in die Lage der y-Axe gebracht wird, so dass wenn man von Op t nach 
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Op k+l durch die entgegengesetzte Drehrichtung gelangt, der Ausdruck den negativen 
doppelten Flächeninhalt des Dreiecket Op k p k+i bedeutet. Wenn man nun beliebig 
viele neue Punkte p' k , p k , p' k ", . . . p l k mi mit den zugehörigen Coordinaten x' k y' k , ^ k jf' k , 
**"**'» • ' * •*" ) Jf*" ) m der angegebenen Reihenfolge auf der Verbindungsgeraden 
P*P*+i * n ^ OT ß> c btung von p k zu p^ zwischen diesen Punkten einschaltet, so kann 
man das Dreieck Op k p k+l durch die Summe der Dreiecke Op k p' k , Op k p k , Op t p' k , . . . 
Op^'pt+i ersetzen, und ebenso den Ausdruck a^y^, — y**» + , durch die Summe der 
Ausdrucke x^y^-y^x^, wo für i der Reihe nach die Indices 0, 1, 2, ... m 
zu setzen sind, der Index 0 weggelassen wird und statt x ( ~ +l) und f l k T +n die Coor- 
dinaten und y k+l eintreten. 
Es ist also 

und der Ausdruck für den doppelten Inhalt des SternpolygonB wird 

wo die Summation in Beziehung auf k Uber alle Eckpunkte p, (oder p. +l ), p, , p t , • • • p m 
des Sternpolygons und die Summation in Beziehung auf i Uber alle auf den einzelnen 
Seiten p k p k+l liegenden Eck- und Schnittpunkte p k (oder pJJ), p\, p' k , ... p^\ p k+k 
(oder p[" +,) ) in der angegebenen Reihenfolge auszudehnen ist. In dieser Doppel- 

aumtne lassen sich die Ausdrücke s^jf — yi' , ** + ' ) in beliebiger Reihenfolge und 
beliebig gruppenweis vertheilt summiren, und demnach kann man den Ausdruck für 
2S darsteilen als die Summe beliebig vieler, in beliebiger Reihenfolge grupptrter neuer 
Partialauminen von Auadrücken x^ y ( k +l) — y l J y x l k + '\ sobald man sich vergewissert, data 
in denselben zuletzt keiner dieser Ausdrucke, welche Werthe auch die Indices « und 
h haben mögen, fehlt und jeder im Sinne des Umfanges des ganzen Polygons in 
Rechuung gebracht ist 

Eine solche andere Darstellung von 25 wird durch die oben aus dem Stern- 
polygone ausgesonderten Theilvielecke vermittelt, wenn man an deren Stelle diejenigen 
Parttalsummen von Auadrücken x[ y k !) — sV x * l> «otzt, welche den im Sinne des 
Umfanges auf einander folgenden Eckpunkten jener Theilvielecke entsprechen; denn 
wenn man die Vielecke s&mmtlich in Rechnung zieht, so wird, wie gezeigt worden, 
jedes StUck des Umfanges des Polygons, und zwar in dem richtigen Sinne und nur 
einmal, berücksichtigt Jede dieser Partialsummen aber stellt, weil die zugehörigen 
Vielecke Polygone im engeren Sinne sind, den Flächeninhalt eines solchen Theilvielecks 
dar, und zwar dem Sinne des Umfanges des Sternpolygons entsprechend: darum kann 
das Sternpolygon selbst als die Summe aller dieser Theilvielecke angesehen werden. — 
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Ausdehnung der Jacobischen Regel zur Bestimmung 
des Inhalts der Sternpolygone für den Fall 
vielfacher Punkte. 

(Von Herrn 0. Herme*.) 



D er in der Jacobischen Untersuchung ausgeschlossene Fall, in wel- 
chem von den Seiten des Stornpolygons mehr als zwei durch denselben Punkt 
gehen, lflsst sich auf den eben erledigten Fall dadurch zurückführen, dass man 
bei der Bezeichnung der Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Stern- 
polygons im Sinne des Umfanges jeden solchen Punkt auf jeder Seile mit 
soviel auf einander folgenden Zahlen bezeichnet, als in dem betreffenden 
Punkte Schnittpunkte mit deu übrigen Seilen vereinigt gedacht werden können, 
so dass also wenn ein Punkt der Schnittpunkt von A Seiten ist, auf jede der- 
selben, so wie man sie im Sinne des Umfanges durchläuft, an diesem Punkte 
& 1 auf einander folgende Zahlen zu setzen sind, ein solcher Punkt darum 
im Ganzen mit k(k—i) Zahlen bezeichnet wird, und wenn sich in einem 
Punkte h Eckpunkte vereinigen und ausserdem k Seilen durchschneiden, so 
ist derselbe mit (2A+*)(2A-|-*-l) Zahlen zu bezeichnen, weil in einem sol- 
chen Punkte (2A+A) Seiten zusammentreffen. Demgemfiss wird von jetzt ah 
wieder jeder einzelne Eckpunkt mit zwei anf einander folgenden Zahlen 
bezeichnet. 

Nur diejenigen Sternpolygone, von welchen nicht mehr als zwei Seiten 
durch denselben Punkt gehen, und welche zur Unterscheidung von den übrigen 
Sternpolygone im engeren Sinne heissen mögen, sind in der Richtung ihres 
Umfanges durchweg bestimmt, sobald der Sinn der Richtung einer Seile fest 
angenommen ist. Die allgemeineren Slernpolygone dagegen enthalten solange 
eine Unbestimmtheit, als nicht genau angegeben ist, auf welchem Wege der 
Umfang derselben zu durchlaufen ist, weil jeder Schnittpunkt der Seiten der- 
selben als ein Vereinigungspunkt von Eckpunkten angesehen werden kann, 
und andererseits Vereinigungspunkle von Ecken für den Fall, dass in ihnen 
zusammentreffende Seiten gleiche Richtung haben, zugleich als Schnittpunkte 
von Seiten betrachtet werden können, oder auch weil bei solchen Vereinigungs- 
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punkten zweifelhaft bleibt, welche Combiuationen von Seilen die einzelnen 
zusammenfallenden Ecken bilden. 

Jede Ingewissheil darüber, wie der Umfang des Sternpolygons zu 
verfolgen ist, sei von vorn herein beseitigt durch die genaue Angabe der 
Reihenfolge der Eckpunkte der Figur, so kann man nunmehr in Beziehung 
auf jeden mehrfachen Pnnkt des Umfanges das Sternpolygon als Grenzfall 
einer Figur betrachten, bei welcher die Schnittpunkte der Seiten oder die 
Eckpunkte noch nicht zusammengefallen sind, und demnach die gegebene 
Figur an jedem Punkt dieser Art so deformiren, dass die neue Figur daselbst 
ebensoviel Seiten und Ecken enthält, wie die Anzahl der Seilen und Ecken 
beiragt, durch deren Vereinigung der betreuende Punkt definirt ist. Hierbei 
hat man jedoch zu beachten, dass die Seiten einer solchen Hulfsfigur sich 
wirklich sammllich, und zwar nicht mehr als zwei in demselben Punkte, durch- 
schneiden, hat also zu diesem Zwecke nötbigen Falls an den dabei in Betracht 
kommenden Eckpunkten die sie bildenden Seitenpaare über diese Eckpunkte 
hinaus zu verlängern, bis auch sie den ganzen Liniencomplex durchschneiden. 
Zur Bezeichnung dieser Hölfsfiguren, welche jetzt Sternpolygone im engeren 
Sinne sein werden, reichen alsdann gerade die sich um die zugehörigen mehr- 
fachen Punkte gruppirenden Zahlen aus, weil auf jeder geraden Linie an dem 
betreffenden Punkte soviel auf einander folgende Zahlen stehen, wie die An- 
zahl der geraden Linien beträgt, mit denen sie in dem mehrfachen Punkte 
zusammentrifft. 

Auch hier, bei der Aufstellung der Hulfsfigur, treten Unbestimmtheiten 
ein; es entsteht nämlich, was für das Folgende von Bedeutung ist, eine grosse 
.Mannigfaltigkeit dieser Figuren dadurch, dass die ihnen zu Grunde liegenden 
Linien sich in verschiedener Reihenfolge und Gruppirung durchschneiden 
können. Wenn es sich jedoch lediglich um die Aufgabe handelt, das Stern- 
polygon in irgend einer Art durch Vielecke im engeren Sinne zu ersetzen, 
so kann von der zuletzt bemerkten Unbestimmtheit abgesehen werden, da 
dieselbe schliesslich nur eine Aenderung in der Einlheilung dieser Vielecke 
veranlasst. Mit Benutzung der nach dem obigen Verfahren zu bildenden Hülfs- 
figur kann man jedes allgemeine Stempolygon, wieviel mehrfache Punkte 
auch der Umfang desselben enthalten mag, in derselben Weise, wie früher 
die Sternpolygone im engeren Sinne, als die Summe von Theil Vielecken im 
engeren Sinne darstellen-, sobald man bei der Bildung der einzelnen Zahlen- 
reiben zu einem mehrfachen Punkte gelangt, hat man die jedesmalige Reihe 
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mit Zugrundelegung der Hülfsfigur zw vervollständigen , bis man von selbst 
wieder zur Rückkehr in die ursprüngliche Sternfigor veranlasst wird. 

Hat man nach diesem Verfahren die sammtlichen Zahlenreihen aufge- 
stellt, so können bei den ihnen entsprechenden Vielecken schliesslich, wenn 
man dieselben aus dem gegebenen Sternpolygon darzustellen sucht, allein fol- 
gende beiden Frille eintreten. Es können erstens ganze Tbeilpolygone oder 
Theile des Umfanges derselben sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen, 
d. h. es reduciren sich entweder einige der resultirenden Theilvielecke auf 
einen Punkt, oder, wenn die sich zusammenziehenden Theile des Umfanges 
nur aus auf einander fotgenden Seiten bestehen, verringert sich in ihnen nur 
die Seitenanzabi. Zweitens können getrennte Theile des Umfanges sich in 
dem mehrfachen Punkte vereinigen und demnach die resultirenden Vielecke 
aus einzelnen in dem mehrfachen Punkte als gemeinschaftlichem Eckpunkte 
zusammenhangenden Stöcken besteben. Der zweite Fall ist der einzige, in 
welchem durch die Zahlenreihen aus dem Sternpolygone nicht Theilpolygone 
im engeren Sinne ausgesondert werden, doch gestatten auch hier die den 
Reihen entsprechenden Figuren eine einfache Interpretation der von ihnen ab- 
gegrenzten Flfichenstflcke. 

Bertin. 1S65. 
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Sur un theoreme relatif & huit points situes sur 

une conique. 

(Par M. A. Cayley k Cambridge.) 



0„ suit que lo theoreme de Pascal peut etre deduit du theoreme sui- 
vanl: toule courbe cabique qui passe par 8 des 9 points d'interseclion de deux 
courbes cubiques passe par tous les 9 points. 

De m£mo cet autre theoreme — toute courbe quartique qui passe par 
13 des 16 points d'intersection de deux courbes quarüques passe par tous les 
1 6 points — conduil a un theoreme relatif a 8 points situes sur une conique. 

En effet si par 8 points donnes et situes sur nne conique donnee on 
fait passer deux systemes de 4 droites (ces deux systemes doivent «Ire sans 
droite commune) les deux systemes sont des courbes quartiques qui se ren- 
conlrent dans les 8 points donnes et de plus dans 8 nouveaux points; donc 
toute courbe quartique qui passe par 13 des 84-8 points passe par tous les 8+8 
points. Or la conique donnee passe par les 8 points donnes, et par 5 des 8 
nouveaux points on peut faire passer une autre conique: les deux coniques 
formen t ensemble une courbe quartique qui passe par 8 + 5 des 8-f8 points, 
et qui passera ainsi par les 8+8 points; c'est ä dire la nouvelle conique 
passe par les 8 nouveaux points, ou autrement dit, les 8 nouveaux points 
sont situes sur une conique — c'est la le theoreme relatif ä 8 points situes 
sur une conique. 

On deduit de lä les theoremes 3, 4, 5 de Steina (Lehrsfilze und Auf- 
gaben, rc journal t XXX, pp. 274 et 275). En eilet considerons sur une conique 
donnee n .points donnes, et les n tangentes dans ces mOmes points. En com- 
binant deux ä deux les tt points on obtient $»(»— -1) droites G: ces droites se 
coupenl deux n deux dans les « points donnes, quicomptent pour Jn(n— 2) 
intersections, ot de plus dans 1)(n— 2)(ü— 3) points r. Chacune des n 

tangentes rencontre les { | »{«— 1)- (»— 1) } droites G qui ne passent pas par 
le poinl de contact de celle tangenle, dans !)(»— 2) points *, ce qui 

donno on tont ]»(*i-l)(i«-2) points $. Enfin les n tangenles se reuconlrent 
deux h deux dans {»(»-!) points t. 
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On a ainsi 

i»(»-l)(»-2)(«-3) points r 
i*(n-i)(»-8) - . 

ln(n-l) - t 

ensembie tn(n-i)(n 2 -n+2) points. 
Or parmi ces points, il y a selon les trois theoremes de Steiner im grand 
nombre de systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons d'abord sur la coniqoe donnee 4 points quelconques a, b, c, ä 
des n points , et considerons aussi les points consecutifs d, b', c, <f . La 
figure des 4 points a, b, c, d et des 4 tangentes dans ces memes points 
equivaut ä celle des 8 points a, d, b, b', c, c', d, <f Partant de l'arrange- 
inent abcd (lisez-le cycliquement et il correspondra n Ton des 3 qnadrilateres 
que Ton peut former avec les 4 points) on forme avec les 8 points les deux 
sy stemes quo voici de 4 droites chacnn 

Systeme oo', bb', ce', dd\ c'est ä dire les tangentes aux 4 points a, b, c, d, 
Systeme ab, b'c, c'd, d*a> c'est ä dire ab> bc, cd, da; 
et ces deux systemes se rencontrent dans les 8 points a, a', b } b', c, e', d, d' 
(od ce qui est la meme chose dans les points a, b, c, d, chacnn compte 2 fois) 
et dans 8 nouveaux points compris entre les points r, #, /, ces 8 points sont 
donc situees sur une conique. Comme il y a 3 arrangements abcd, acdb, adbc 
des 4 points, on obüent de cette maniere 3 systemes de 8 points sur une 
conique. 

Prenons sur la conique 5 points quelconques a, b, c, d, e des n points, 
et considerons aussi 3 points consecutifs d, b', c\ Partant de Tarrangement 
abcde (qui correspond a Tun des 12 pentagones que Ton peut former avec 
les 5 points) on forme avec les points o, d, b, V, c, c, d, e les deux 
systemes de 4 droites chacun 

Systeme ad, bb', ce', de, c'est a dire les tangentes en o, 6, c et la 
droite de 

Systeme ab, b'c, c'd, ea, c'est a dire ab, bc, cd, ea, 
et on obüent de la (parmi les points r, $, t) un Systeme de 8 points sur une 
conique. A cause des 12 arrangements des 5 points, il y a 12 systemes. 
Mais au lieu des points consecutifs (d, b', c') on aurait pu prendre toute autre 
combinaison <> . >> . d etc.; le nombre des combinaisons etant 10, il y a donc 
12x10=120 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons de meme 6 points quelconques a, b, c, d, e, f des * points. 
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En considerant les poinb consecutifs «'_, b' et en partant de Farrangement 
abedef, on forme avec les 8 poinls a, a\ b, b\ c, d, e, f les deux Systeme» 
de 4 droiles 

Systeme ad, bb', cd, ef c'esl ä dire les tangentes en a, b et les 
droiles cd. ef, 

Systeme ab, b'c, de, fa c'est h dire ab, bc, de, fa, 

ce qni donne parmi les poinls r, s, t nn Systeme de 8 points sur une coniqae. 
11 y a 60 arrangements des points a, 6, c, d, e t f el 15 combinaisons (a', b') etc. 
des points consecutifs; on a donc 60x15 = 900 systemes de 8 points sur 
nne conique. 

Prenons encore 7 points quelconqnes a, b, c, d, e, f, g des n poinls. 
En considerant le point conseculif a, et en partant de larrangement abedefg, 
on forme avec les points a, a, b, c, d, e, f, g les deux systemes de 4 
droites 

Systeme aa, bc, de, fg c*est ä dire la tangente en a, et les droites bc, 
de, fg, 

Systeme ab, cd. ef, ga c'est ä dire ab, cd, ef, ga, 

et on obtient ainsi parmi les points r, #, / un Systeme de 8 points wir une 
conique. 11 y a 360 arrangements abedefg etc. et 7 differents points conse- 
cutifs a etc. : cela donne 360x7 = 2520 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons enfin 8 points quelconqnes a, b, c, d, e, f, g, h des n points. 

Partant de larrangement abedefgh, on forme avec les 8 points les deux 
systemes de 4 droites chacun (ab, cd, ef, gh) et [bc, de, fg, ha), ce qui conduit 
a un systemo de 8 points sur une conique. Mais on a 2520 arrangements 
abedefgh etc. — il y a ainsi 2520 systemes de 8 poinls sur une conique. 

On voit que les systemes de 8 points sur une conique derivent de 
4, 5, 6. 7 ou 8 des n poinls sur la conique donnee. En supposant n — A 
on na que les systemes qui derivent des 4 points; si » = 5, on a les systemes 
qui derivent de 4 points choisis dHine maniere quelconque entre les 5 points — 
et les systemes qui derivent des 5 poinls: el ainsi de suile; pour n = 8 on 
a les systemes qui derivent de 4, 5, 6 ou 7 poinls choisis d'une maniere 
quelconque enlre les 8 points, et les systemes qui derivent des 8 poinls. On 
peut former la table snivanle pour muntrer daus les differents cas le nombre 
des systemes de 8 points sur une conique 
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r+»+l«= 


Nomb 

4 polBU 
S 


re de« »ystcm 

b poinU 
120 


es de 8 poinU 
6 polatt 

900 


i rar une cot 
7 point« 
2620 


ique 

6 polnu 
2670 


•=4, at.8 

«=», 8t. 4 
» = 6,8t5 
• = 7 
« = 8 


8 

16 
46 
106 
210 


12 
60 

60 
105 
108 


6 
10 
16 
21 
28 


21 
55 
110 
281 
400 


Xi=» 

X6 = 16 
X15=45 
X8S = >0» 
X70 = 210 


Xl = >20 
X0 = 7i0 

X>t=tä20 
X 6« =6720 


X 1 =»00 
X 7 = 6800 
X 78 = 26200 


X 1 = 2620 
X8 = 201«0 


X 1 ^2620 



Le cas n = 4 est le theoreme 3 de Steiner, !I y a3 systemes de 8 points 
sur une conique; le cas » = 5 est le theoreme 4, il y a 15+120 systemes; 
le cas n = 6 est le theoreme 5, il y a 45+720 + 900 systemes. Pour » = ? 
il y a 105 + 2520 + 6300 + 2520 systemes et pour « = 8, 210 + 6720 + 25200 
+ 20160 + 2520 systemes. 

Le cas «=5 est surtout interessant: en effet comme une conique est 
determinee par 5 points, on a ici 5 points quelconques (o, b, c, d, e) et les 
cinq tangentes (les droites A, B, C, D, E de Steiner) sont des droites de- 
lerminees par les cinq points et que Ton peut construire (avec la regle seule- 
ment) c'est lä en elTel la forme sous 1 «quelle le theoreme est presente par 
Steiner; il ne parle nullement de la conique qui passe par les 5 points — 
et il donne pour les 5 droites une construction ; ä savoir, les 15 points r sont 
situes deux ä deux sur 15 droites L qui ne dependent chacune que de 4 points, 
et sur 60 droiles H qui dependent chacune des 5 points; les 60 droites // 
combinees deux ä deux d'une maniere convenable se rencontrenl dans 30 
points s (c'est la d^finition de ces points) et puis (theoreme) on a 5 droites 
A, B, C, D, E qui contieiinent chacune 6 points * et qui passent par les 
points a, b, c, d, e respectivement — et (theoreme) les 30 points * sont 
aussi situes sur les 10 droites G, 3 points sur chaque droile. Je remarquo 
qu'en prenant sur la conique qui passe par «7, b, c, d, e, un point quelconque 
g f il y aurait 24 hexagones inscrits ayant ag pour cöte — et de lä 24 droites 
Pascaliennes — et par le point d'intersection de ag avec l'une quelconque des 
6 droites bc etc. on a 4 de ces droites Pascaliennes. Cela pose, en prenanl 
pour g le point consecutif a\ les 24 hexagones se confondent deux a deux — 
on a donc 12 hexagones inscrits et autanl de droiles Pascaliennes — ces 
droites sont les 12 droites // lesqueiles se renconlrent deux ä deux dans les 
6 points $ situes sur la droite aa' ou A. Steiner dil que les 120 coniques 
dependent des 5 points, mais que les 15 coniques dependent chacune de 4 
point» »eulement; en donnant (comme il fa fait) le theoreme comme un theo- 
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renne par rapporl a cinq points quelconques, cela n'est pas oxact — en effet 
les coniques dont il s'agit dependent chacune de 4 des cinq points, et des 4 
droites correspondantes , tangentes dans ces memes points ä la conique qui 
passe par les cinq points — ces coniques dependent ainsi des cinq points. 

Je remarque en passant qne partant des cinq points donnes a, b> c, d, e 
il y a sur chacune des droites A, B, C, D. E un point reniarquable , dont 
Steiner ne parle pas, mais qui anrait pu servir ä une construction de cette 
droite — par exemplc il y a sur la droite A le point o qui est l'intersection 
commune des polaires de a par rapport a toutes les coniques qui passent par 
les points 6, c, d, e — en particulier ce point « est l'inlerseclion commune 
des polaires (harmonicales) de a par rapport aux trois paires de droites (6c, de), 
(bd, ec), (be, cd) respectivement. 

Cambridge, 16 Fev. 1865. 
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Ueber invariantive Elemente einer orthogonalen Sub- 
stitution, wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung 
jeder Gruppe von Werthen der Variabein aus dem 
identischen Zustande in den transformirten 

gefasst wird. 

(Von Herrn Schläfii zu Bern.) 

Euter hat gezeigt, dass jede gegebene Ortsveränderung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt durch eine einfache Drehung um eine feste 
Axe dargestellt werden kann, wonn nur der Anfangs- und Endeszustand, aber 
nicht die Zwischenzeit in Betracht kommen. Nimmt man den festen Punkt als 
Ursprung eines orthogonalen Axensystems an, dem im Anfange die identische 
Substitution entsprechen möge, so wird die gegebene Ortsveränderung durch 
eine orthogonale Substitution dargestellt. Diese bat nun ein einziges invarian- 
tives Element, den Winkel der Drehung um jene feste Axe, der den eigent- 
lichen Betrag der gegebenen Orlsveränderung ausdrückt, frei von der Zufällig- 
keit der Wahl der Axen des Körpers. 

Versuchen wir diesen Begriff auf n Dimensionen zu übertragen, so 
sehen wir uns veranlasst, zwei orthogonale Substitutionen zu unterscheiden. 
Die eine, S, ist gegeben und stellt gleichsam die Verrückung eines starren 
Systemes von n Dimensionen dar, wir nennen sie die VerrückungssubttiMion. 
Die andere, P, ist verfügbar und soll nur dienen die Zufälligkeit der Wahl 
der Axen auszudrücken, wir nennen sie die Trantformationtsubttitution. Der 
allgemeine Ausdruck für die Verrückungssubstitution wird dann (P- l SP) sein. 
Es fragt sich, wie stark dieser Ausdruck reducirt werden kann # ). 

Für eine infinitesimale Verrflckung giebt die Theorie der schiefen De- 
terminanten, die Cayleg im 38" m Bande dieses Journals aufgestellt hat, eine 
schnelle Antwort auf obige Frage. Wenn man n&mlich die zweite Ordnung 
vernachlässigt, so kann S nicht anders als durch eine schiefe Matrix darge- 
stellt werden, worin die diagonalen Elemente alle 1 und die übrigen infini- 
tesimal erster Ordnung sind. Streicht man die diagonalen Elemente, so dass 
die Matrix schief und symmetrisch wird, so hat man die Coefficienten in den- 
jenigen linearen Gleichungen, welche die Projectionen der linearen Verschie- 
bung irgend eines Punktes ausdrücken. Da der Determinant dieser Matrix nur 
für ein ungerades n verschwindet, so giebt es auch nur in diesem Falle eine 



*) Der Determinant einer orthog. Substitution iat hier immer gleich 1 vorausgesetzt. 
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feste Axe, d. h. es giebt Punkte, deren Verschicbungsprojeclionen sämmtlich 
Null sind; und diese Axe ist desshalb bestimmt, weil die ersten Minore nicht 
alle verschwinden. Wenn n gerade ist, so kann man jenen linearen Glei- 
chungen, die die Ruhe eines Punktes ausdrücken, nicht genügen, es giebt keine 
Teste Axe, und es bleibt nur noch übrig, nach einem Maximum der angularen 
Verschiebung zu fragen. Man bekommt als gleich mit Null wieder einen 
schiefen symmetrischen Delerminant, dessen Elemente lineare Functionen des 
gesuchten Maximums sind. Da aber derselbe nothwendig ein Quadrat i s t, so 
giebt die Gleichung nur U> verschiedene Lösungen, und alle zu einer solchen 
Lösung gehörenden ersten Minore verschwinden. Der Strahl *) also, dem die 
Wurzel als maximale angulare Verschiebung zukäme, wird nicht bestimmt, sondern 
kann eine Ebene beschreiben, und alle Strahlen dieser Ebene drehen sich um 
denselben maximalen Betrag, und ihre Verschiebungen fallen in diese Ebene. 
Wählt man in jeder der 4» Ebenen ein Paar zu einander senkrechter Strahlen, 
so kann man zeigen, dass alle n Strahlen ein orthogonales System bilden; 
aus der Orthogonalität folgt dann die Realität aller Wurzeln jener Gleichung 
i«" 0 Grades, also auch diejenige der {n Hauptebenen. Wenn eine Wurzel 
der erwähnten Gleichung a fach vorhanden ist, so wird nur ein lineares Con- 
tinuum von 2a Dimensionen bestimmt, worin man eine Gruppe von a Haupt- 
ebenen mit a(e— l)facher Willkör wählen kann. 

Eine endliche VcrrQckung verhält sich ähnlich. Ihre Substitution sei 
S, die maximalen Drehungswinkel seien 0, ff, .... Man addire je zwei ent- 
sprechende Elemente der Substitutionen S und S~\ setze zu jedem diagonalen 
Elemente noch — 2cos0 und bezeichno den Delerminant der so gebildeten 
Matrix mit U. Ferner multiplicire man jedes Element von S mit -2cos0, 
addire das Producl zum entsprechenden Elemente von S' und setze jedem 
diagonalen Elemente noch +1 zu; der Determinant aller so erhaltenen Ele- 
mente sei V. Endlich setze man —e M zu jedem diagonalen Elemente von S 
und bezeichne den Determinant aller Elemente mit T(ö)**). Dann ist U = V 
identisch richtig, und wenn man die Matrix von T(—0) um ihre Diagonale 
umwendet und jede ihrer Zeilen mit jeder Zeile von T{8) combinirt, so erhält 
man T(8).T(-6)= V. Aber r(-0) = (-l)"e-*"T(0); also U={-\)*e- M {T{6))\ 

*) Wenn von Strahlen, Ebenen, Continuen die Rede ist, so ist immer gemeint, 
daBs sio durch den Ursprung geben. 

**) Dieser Ausdruck findet sich in Baitier» Theorie der Determinanten, wo Brioschi 
Liout. J. 19 citirt wird; aber nur die Wurzel ef 9 = 1 wird erwahut. 
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Wenn nan n ungerade ist, so ist e"=l eine Wurzel von T(ff) = 0, und dieser 
entspricht eine einfache Wurzel cosff = 1 von U=Q, während alle übrigen 

Wurzeln doppelt sind, d. h. ]/ i _^ oad = (cos ff, l) t( — °. Wenn aber » gerade 
ist, so ist 1U=€T i '*"T{6) = {eo%e,\)*. Nun sind aber die Elemente der 
Matrix von U die Coefflcienlen in denjenigen linearen Gleichungen, welche 
die Richtung eines Strahls von maximalem Drehungswinkel bestimmen. Für 
ein ungerades n und cosff = 1, da diese Wurzel nur einfach ist, verschwinden 
also die ersten Minore des Determinants V nicht alle; es giebt eine fette Axe. 
Aber für jede doppelte Wurzel von U — 0 verschwinden alle ersten Minore, 
im Allgemeinen jedoch nicht die zweiten, und es giebt eine entsprechende feste 
Hauptebene, in der dio zugehörige maximale Drehung ff geschieht. Für ein 
gerades n hingegen kann es nur Hauptebenen geben. Die Orthogonalital und 
die Realität des invariantiven Systems sind auch hier leicht zu beweisen. 

Wenn die Elemente von T als Coefficienten in linearen Gleichungen 
gebraucht werden, so bestimmen diese Gleichungen den Strahl, der in einer 
Hauptebene nach einem der zwei festen Kreispunkte im Unendlichen geht. 

(Ich will der Kürze wegen ein System von n — r homogenen linearen 
Gleichungen zwischen den n Coordinalen, als Gesammtheit aller seiner Lösungen 
oder Punkte nufgefasst, mit («/) bezeichnen und lineares Continuum von r 
Dimensionen nennen.) Wenn in der auf cos ff reducirten Gleichung 7 0 eine 
Wurzel «fach vorhanden ist, so bestimmt sie ein (oo 2a ), das zu allen übrigen 
Hauptebenen (oder Hauptcontinuen) orthogonal ist. Durch jeden Strahl dieses 
Continuums gehl eine Hauptebene, und diese ist dadurch "bestimmt, dass sie 
mit jedem von zwei festen imaginären und conjugirten (<x> a ) je einen Strahl 
gemein hat. Wenn im (oo >a ) ein orthogonales Axeusystem (x,, y,, Xj, y», ... 
»„, y a ) gewählt ist, wo je zwei mit demselben Zeiger versehene Axen eine 
Hauptebene bilden, so ist (x r -\-iy r — 0, r = 1, 2, ... et) das eine jener festen 
imaginären Conlinuen und ~ j- iy = 0) das andere; und wenn nun irgend ein 
Strahl durch seine Projectionen a,, 6,, a,, 6», ... a„, 6„ gegeben ist, so ist 
die durch ihn gebende Hauptebene dadurch bestimmt, dass noch der auf ihm 
senkrechte Strahl (— 6 n o,, — 6,, a,, ... — b ay a a ) in derselben Hauptebene liegt. 
Multiplicirt man die Projectionen des letzten mit i und addirt sie dann zu 
denen des ersten Strahls, so bekommt man den Strahl, den diese Hauptebene 
mit dem Continuum ^(x+iy = 0) gemein hat. 

Born, 1865. 
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(Propose* par l'Acadeniie Pontificale de» Nuovi Lincei.) 



The me „Exposer une methode au tnoyen de laqnelle on poissc de- 
terminer louies les valeurs rationnelles de x capables de rendre un carre ou un 
cube parfait le polynöme A Bx-\- Cx*-f Dx*+ Ex*, pour dos valeurs entieres 
de A, B, C, D, E, pourvu qu'une ou plusieurs de ces valeurs de x existent 
reellement, et qui, en cas contraire, en fasse connattre fimpossibilite". 

Un „eclaircissement" qui accompagne ce programme fait connattre les 
travaux des geonietres qui ont traite la question dont il s'agit: 

L'ne methode de Fermat se trouve exposee par Jacques de Billy: Do- 
clrinae attalylicae inventutn novum (p. 30 et 31 de l'edition inütulee: Dio- 
phanli Alexandrini Arithmeticorvm libri sex, et de numeris mullangulis Uber 
unus, etc. Tolosae M.DC.LXX), par Leonard Evler: Einleitung in die höhere 
Algebra, traduit en francais sous le ütre A'Elemens dalgebre, totne second, 
chapilres VIII, IX, X, et par Legendre: Theorie des nombres, troisieme edition 
1830, lomell, (p. 123-125). 

Les plus imporlants memoires relalifs ä la question sont les suivants: 
Euler: Methodus nova et facilis formulas cubicas et biquadraticas ad quadrattttn 
reducendi, memoire posthume qui fait partie du tome XI des memoires de 
l'academie de St. Petersbourg (annee 1830), Jacobi: De usu theoriae integralium 
eliipticorwn et integralium Abelianorum in analysi Diophantea, tome 13 de ce 
Journal et Lagrange: sur quelques problemes de V Analyse de Diophanle, Me- 
moires de VAcademie de Berlin annee 1*777. 

Cependant ces methodes sont imparfaites 1°. parce qu'ellos supposent 
une Solution dejä connue; 2°. parce qu'il n'est pns prouve qu'elles fournissent 
loutes les Solution» possibles. II serait par consequent ä d£sirer, qu'on en 
trouvät une autre, qui n'eüt besoin de la connaissance d'aucune Solution, fit 
connattre si le probleme est possible ou non, et dans le cas oü il est pos- 
sible, en donnat toutes les soiutions. 

Les memoire» »ur le theme propose* devront fitrc re*digäs en italien, en latin, 
ou en francais. Chaque memoire portora »ur »od frontiapice une Epigraphe, qui sera 
t j 1 1< t.' e a l'exte*rieur d'une enveloppe cachete'e, dans laquelle se trouveront le nom et 
l'adre»»e de l'auteur. On ouvrira seulement 1 enveloppe correapondante an memoire 

3 ui aura obtenu le prix. Si lea auteura qui anront obtenu une mention honorable 
Isirent que TAcadämie public leura noms, il faudra qu'il» en faascnt la detnande dans 
lea quatre mois qui »uivront le jour dana lequel le prix aura 6ti decerne*; ce ternie 
expire* le» enveloppea aeront hruldes sans etre decachet.'-e*. Chaque memoire avcc l'en- 
veloppo oaohete'e correapondante devra Ctre envoye* franeo a TAcade*mie, avant le 
deroier jonr du mois d octobre 1866, dato de la cloture du concours. Le prix sera 
däctsrne par l'Acadc'niie dans le inois de janvier 1867 et consistera en une medaille 
d'or de la valeur de cent tcus romaint. Le memoire couronoe* sera public entierement 
ou par extrait, dans le» Atti de l'Acade'raie, et l'auteur en recevra cinquante exeraplaires. 

Rome, 11 juin 1865. 
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Erweiterung des Satzes, dass zwei polare Dreiecke 
perspectivisch liegen, auf eine beliebige Zahl von 

Dimensionen. 

(Von Herrn Schläßi zu Bern.) 



Im Ouarlerly malhematical Journal, vol. I, S. 191, S. 239 und S. 241 
haben Saimon and Ferrer» Beweise des im Titel ausgesprochenen Salzes 
für die Ebene und den Raum gegeben; in dem letzteren treten vier Reihen 
von je vier Coordinatenwerthen auf. die zusammen einen symmetrischen Deter- 
minant bilden. Da die diagonalen Elemente dieses Delerminants in den dor- 
tigen Proportionen (S. 241 (1) bis (4)) nicht vorkommen, so sind sie variabel, 
aber durch drei Relationen, die aus der Aufgabe entspringen, mit einander 
verbunden. Ferren zeigt dann, dass eine vierte von der Aufgabe verlangte 
Relation, die, wenn sie unabhängig wfire, alle vier Punkte vollständig be- 
stimmte, nur eine nothwendige Folge der drei vorigen ist. Die Betrachtung 
des Ferrersschen Beweises hat mich überzeugt, dass er wesentlich auf diesem 
Satze beruht: 

Das Verschwinden aller ersten Minore einet symmetrischen Determinanls 
zählt nur für drei Bedingungen, während es für einen freien Determinant deren 
vier zählt. 

Der Beweis dieses Satzes ist überflüssig, da er als specieller Fall in dem 
/TronecÄerschen Satze enthalten ist, welchen Baltter in seiner Determinanten- 
Theorie, 2" Auflage S. 33 millbeilt. 

Ich will die Zeilen eines Determinanls J = (|J J \ \ " ' JJ) mit obern, 

die Spalten mit untern Zeigern bezeichnen, und indem ich die Elemente selbst 
als Determinanten erster Ordnung betrachte, bezeichne ich diejenigen der 

ob.»!.- Zeile m» (°), (°), (»), ... (»), ferner se tI e ich (°)(!)-(X) 
= (ot)' u * *' ^ as * m Determinant mit (fy multiplicirte Aggregat bezeichne 

ich mit [?]=(!?!.:;;), «»» <** (S) ««wj*** A^g* mu [&]- 
• t, «, <~ , b. [$][;]-[«][«]' «w. 

Dies vorausgesetzt, kann der Satz über die ersten Minore, um den es 

Journal Ar Mathematik Bd. LXV. lieft S. 25 
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sich hier handelt, folgendermassen ausgesprochen werden: es seien die 
zweiten Minore des Determinants J nicht sämmtlich gleich Null sondern min- 
destens einer derselben z. B. [JJJ] von Null verschieden, dann bat das Ver- 
schwinden der vier ersten Minore £qJ, ß*J, £j] das Verschwinden sömmt- 
licber ersten Minore zur Folge. 

Im Allgemeinen reichen also die vier Bedingungen £qJ = 0, j^l = 0, 

£qJ = 0, [{] = 0 hin um das Verschwinden sämmtlicher ersten Minore des 
Determinants J zu bewirken. Wenn aber der Delerminant symmetrisch ist, 
so ist [?] = [o]> und die Bedingungen sind bloss drei an Zahl. 

Die Behandlung des allgemeinen Satzes, der Gegenstand diesos Auf- 
satzes ist, wird verständlicher werden, wenn ich zuerst den Ferrerochen Be- 
weis für den räumlichen Fall mit stärkerer Hervorhebung dessen, was ich 
als Fundament betrachte, wiederhole. 

Es sei V — (w, sc, y, «)* das Polynom einer gegebenen Flflche zweiten 

Grades, 

p = kw + ax-i- by f-c», 
q — aw+lx+hy+g*, 
r = bu> + hx+my + fs, 
» = cw + gx± fy + n* 

seien seine halben Abgeleiteten, also V = pu>-\-qx + ry + ss = 0 die Gleichung 

der Fläche. Dann sind die zwei Tetraeder ipxjfa = 0 und pqn — 0 zu ein- 

ß 

ander polar. Im Eck -je— des ersten Tetraeders ist p = k, q = a, r = b, 
s = c, im homologen Eck des zweiten Tetraeders q = 0, r = 0, $ = 0. Wenn 
also <f eine Variable bedeutet und p, q, r, # als Coordinaten gelten, die auf 
das' zweite Tetraeder bezogen sind, so sind q>, a, b, e Coordinaten des lau- 
fenden Punktes in der Geraden, di«i beide homologen Ecken verbindet. Wenn 
X, V, «» ebenfalls Variable bedeuten, so sind alle vier Gereden, die je zwei 
homologe Ecken beider Tetraeder verbinden, durch die Zeilen der Matrix 

q> a b 
« X * f\ 

b h y r\ 

c 9 f < 
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dargestellt. Verlangen wir nun, dass alle vier Punkte, je einer auf jeder 
Verbindungslinie, in einer Geraden liegen, so müssen sfimmtliche ersten Minore 
dieser Matrix verschwinden. Da dieses nur drei Relationen liefert, denen die 
Variabein <p, %, y, tu genügen müssen, so bleibt eine derselben frei, die ver- 
langte Gerade wird nicht bestimmt, sondern kann sich einfach bewegen und 
beschreibt dahor eine Fläche zweiten Grades. Es sei (p,q,r,$) ein Punkt 
der erzeugenden Geraden, so steht es uns frei, für denselben die Bedingungen 



a h g 


= 0, 


p q r 


= 0, 


|P 9 


» 


b v f 




b h y 




6 A 


r 


C f 11) 




c 9 r 




1« 9 


CO 



zu wählen und aus diesen uv, to zu eliminiren. Schliessen wir den Fall aus, 
wo bg = ch, diesem Systeme also entweder durch hp = bq und eine Relation 
zwischen y, tu, oder ohne eine Relation zwischen p, q, r, $ durch cy> = bf, 
bw = cf genügt würde, so ergiebt sich 

(bg-ch)(rpq + ar,) + (ch-an(gpr + bq,)i-(ar-bg)(hp^cqr) = 0 

als Gleichung der Fläche zweiten Grades, die alle vier Verbindungsgeraden 
enthält, was man mit grösster Leichtigkeit verißciren kann. 

Will man diese Fläche auf das erste Tetraeder beziehen , so braucht 
man nur p, q, r, $ durch w, x> y, * und die Elemente a, b, ... durch die 
entsprechenden Minore A, B, ... zu ersetzen. Da BG — CH = J (bg—ch), etc., 
so erhält man 2{bg-ch){Fwx+Ayt) = 0. 

Wollte man diese Fläche in Bezug auf F'=0 polarisiren, um diejenige 
Fläche zweiten Grades zu erhalten , die alle vier Geraden («5 = 0, p = 0), 
(x=0,f = 0), (y=0,r = 0), (z = 0,« = 0) enthält, in denen je zwei homologe 
Seitenebenen beider Tetraeder sich schneiden, so hätte man, bg — ch = a, 
ch—af = ß, af— bg-y setzend, die Bedingungen 

| 0 = wp+ xq+ yr+ »#, 
\tw = afq + ßgr+ylu, 

ltx = afp + Y cr+flb$, 

Ht = ßw+rcq + ««, 

( /» = yhp+flbq + aar 

aus denen p, q, r, », t zu eliminiren wären. Der Determinanl der Coeffi- 
cienten in den vier untern Zeilen rechts ist {aßy) i , und alle ersten Minore 
sind durch aßy (heilbar. Befreit man sie von diesem Factor, so erhält man 

25 • 
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in der obersten Zeile 2abc, a(6gr+cA), elc. Wir wollen indess die Gleichung 
dieser Fläche direct aus der Betrachtung obiger Matrix |* oi , e \ herleiten. 

Wenn (p willkürlich ist, so ist (pu> + ax + by + a = 0 die Gleichung irgend 
einer Ebene, die durch die Gerade (w=0,p = 0) gelegt ist, u. s. f. Denken 
wir uns nun die drei Relationen zwischen q>, /, y t u> erfüllt, vermöge deren 
sämmlliche ersten Minore jener Matrix verschwinden, so giebt es zwei von 
einander unabhängige Lösungen (w, x, y, ») , («?', x', y', *') des Systems aller 
vier Gleichungen (yir+ax + 6y + c* = 0, etc.). Dann ist aber auch der Punkt 
(u> + lw', x+Xx',y+ Ay\ * + **') eine Lösung desselben Systems, und wir 
haben (wegen des willkürlichen Factors l) eine Gerade, die allen vier Ebenen 
(ptD + ax + by-r c» = 0, etc. gemein ist und sich einfach bewegt, also eine 
Fläche zweiten Grades beschreibt, in der alle vier Durchschnitte (w = 0,p=0), 
etc. liegen. Um ihre Gleichung zu bekommen, brauchen wir nur y>, cd aus 
den drei Gleichungen 

ff h 0=0, bw + hx+ \py-\- fi = 0, 
b u> f cw-\-gx-{- fy +to* = 0 

c f cu I 
zu eliminiren und erhalten*) 

T=abcw 7 + ohgx 7 + bhfy>+cgf**+(bg + chXawx + fy*)+(^ 

+ (or+bg)(cv*-rhxy) = 0. 

Dass diese Fläche durch die vier Geraden (tp=0,p = 0), etc. geht, verificirt 
sich sogleich an der Form 

T^abcw'+»{a{bg+ch)x+b{ch+any+c{ar+bg)^^ 

ihres Polynoms, wobei zu beachten ist, dass die zweite Gerade ghx+hfy+fg* 
0, in der die Ebene «e> = 0 von der Fläche T=0 geschnitten wird, die 
Lösung unserer Aufgabe in der Ebene för das Dreieck xy* = 0 und sein po- 
lares in Bezug auf die Curve fcy'-f my*+ns l -\-2fyi+2gxi+2hxg = 0 dar- 
stellt. Dor Discriminant von 2T ist und seine Minore sind aßy x 
(0, ff, /fy.yA), etc. 

Wir gehen nun an die allgemeine Aufgabe. Es sei 

•) Vorgloicbe Quart Journal L, p. 195 unten. 
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die quadratische Gleichung, in Bezug auf die das Gebilde x n x l x i ...x a = 0 
polarisirt werden soll (es ist (^ = (^), etc. angenommen). Wird 

p\, = + + — + (£)*., etc. 

gesetzt, so ist das zweite zum vorigen polare Gebilde p }>.p. p„ (l Da 
der erste Theil der Aufgabe [die homologen Ecken beider polaren Gebilde 
durch Gerade zu verbinden, auf jeder von n— 2 dieser Geraden je einen 
Punkt willkürlich zu wählen, durch diese »—2 Punkte eine einfach drehbare 
lineare Gleichung (im Räume wäre es ein Ebenenbüschel) so zu legen, dass 
sie noch mit der (*•— 1)"" Verbindungslinie einen Punkt und mit der n"" einen 
Punkt gemein habe, worauf sie von selbst mit der (n+1)"" Verbindungslinie 
einen Punkt gemein haben wird, endlich alle jene erstgenannten n— 2 Punkte 
unabhängig von einander auf den betreffenden Verbindungslinien zu bewegen, 
die drehbare lineare Gleichung, welche n j 1 Punkte mit sftmmtlichen Ver- 
bindungslinien (mit jeder einen) gemein hat, zu drehen und nun die höhere 
Gleichung zu finden, die von der («— l)fach beweglichen linearen Gleichung 
umhüllt wird] zu grossen Schwierigkeilen unterliegt, so wenden wir uns so- 
gleich zum zweiten Theile, eine Gerade zu ziehen, die mit jedem der Durch- 
schnitte (x r = 0,j> r = 0), (r = 0,1,2,...») einen Punkt gemein hat. Statt der 
gegebenen au, a,, ... a. führen wir als diagonale Elemente der Matrix 

(o 1 l'.'.'.D die Variabeln (S)i (!)> - •(") ein und unterwerfen sie den drei 
Bedingungen, die das Verschwinden aller ersten Minore bewirkt. Dann werden 
alle »+1 Gleichungen (^)x>>+(\)*i+(l)^ + ''-+(£)x. = 0, (r = 0, 1,...«) 
durch zwei von einander unabhängige Coordinatengruppen befriedigt; ihre 
Lösungen bilden also eine Gerade; und da n— 2 unabhängige Variabein, z. B. 

dD' (4)' * " ' CO uor 'S bleiben, so beschreibt die Gerade ein krummes Con- 
tinuum von n— 1 Dimensionen, das also durch eine einzige Gleichung T=0 
auszudrücken ist. Nimmt man z. B. aus den linearen Gleichungen mit 
r = 2, 3, ... n die Werthe für fjjY . . . und substituirt sie in der 

Bedingung = 0, so erhält man eine Gleichung (*— 1)'" Grades in a*,, g M 

Xj, ... x K . Denn man muss z. B. die Zeilen 2, 3, ... n resp. mit — x,, 
— x„ ... —x, multipliciren , um substituiren zu können. Es sei T— 
(— l)"xj«j...ir.^J, wenn die Substitutionen ausgeführt sind. Giebt man der 
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Matrix die Anordnung (0 23 30 sin< * es nur diagonale Elemente, die x„ und 
Xl enthalten. Daher ist in T der Coefficient von xT' gleich ...(H), 
und das Aggregat aller Terme, in denen x,, x 3 , ... x„ fehlen, kann durch 

(?)((2>.+a>0((S>»+G>.) - Ch+Ch) 

dargestellt werden, woraus sogleich auch die Gestalt der CoefGcienten von 
x,", _, ~**x? erhellt. Aber die Coefficienten der Terme, welche x,, x 3 , . . . ent- 
halten, aus der Matrix von abzuleiten, wird mir zu schwierig. Ich 
will daher zunächst nur zeigen, dass man die Aufgabe von n Dimensionen 
auf n— 1 zurück bringen kann. Wenn in dieser Matrix die Zeilen 2, 3, ... 
n wie oben gesagt multiplicirt sind, so dürfen wir die Zeile 2 dadurch ver- 
andern, dass wir zu ihr alle folgenden Zeilen und das x 4 fache der Zeile 1 
addiren. Dadurch wird 

t = *{(-im«....*([«]-(S)CS])!+((?>'+6>'+- 

x(-l)-X,X,...X.[^]. 

Für x„ = 0 reducirt sich also dieser Ausdruck auf seinen zweiten Term, und 
dieser zerffilll in zwei Kactoren, von denen der erste lineare unserer Aufgabe 
entspricht, der zweite (»-2) ,M Grades aber, wenn darin auch av = 0 gesetzt 

wird, in Bezug auf die Matrix (J if^'JJ) gerade dieselbe Function ist, welche 
T in Bezug auf ({J J \ \ - ' ") war. Da in T kein Term alle Coordinaten zu- 
gleich enthalten kann, sondern immer mindestens zwei fehlen müssen, so ist 
hiemit die Möglichkeil gezeigt, die Coefficienten successiv durch Aufsteigen 
von 3 zu 4, von 4 zu 5, . . . Dimensionen und jedesmalige Multiplication zu 
berechnen. Man kaun aber auch das Gesetz errathen, nach dem der Coef- 
ficient irgend eines Terms in T gebildet ist, und zeigon, dass die so definirte 
Function für jede Lösung von (x„=0, /?„=0), etc. verschwindet. Wenn dann 
feruer gezeigt wird, dass diese Bedingungen mehr als hinreichen, um die Co- 
efficienten in einer Function (x„, x,, x,, ... x,)" -1 zu bestimmen', so ist damit 
auch die Identität der definirtcn Function mit T bewiesen. 

Eine Function (X0...X,)" -1 zählt (^JT/) - ! Elemente, wenn es nur 

auf die Verhältnisse der Coefficienten ankommt. Ihr Conlinuum würde von 
(x,, = 0, p„=0) in einem krummen Conlinuum (»— i) ,fn Grades mit «—1 ho- 
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mogenen Variabein geschnitten, das durch (^„ n _2^)~^ Punkte bestimmt würde. 
Damit also jenes Continuum das lineare Continuum (x,,—0,p u =--0) nicht schnei- 

n— 2 ) 

Punkte gegeben werden. Da dieses sich »+1 Male wiederholt, so sind dem 
gesuchten krummen Continuum (*+ ^(^Zjf) dunkle gegeben. Der Ueber- 
schuss dieser Zahl Ober die Anzahl der Elemente der gesuchten Function be- 
trägt (»-l)( 2 B "- r 3N ) + l, also für «=2. 3, 4, 5 resp. 1,3 16, 85. Die 

Function T ist aüo durch die erwähnten Bedingungen mehr als bestimmt. 

Wenn d<;n untern Zeigern 1, 2, 3, ... n irgend eine Anordnung 
eben so vieler zum Theil wiederholter Zeiger, unter denen aber der fremde 
Zeiger 0 sich nicht befindet, übergesetzt wird, so ist es nicht möglich, Kreis- 
läufe wie (J), ( 2 )(3)(?), • • • 2" vermeiden. Denn fangt man mit 
einem Element an, dessen unlerer Zeiger auch oben irgendwo vorkommt, so 
kann man eine Kette von Elementen bilden, wo jeder obere Zeiger eines 
Elements mit dem untern des nachfolgenden übereinstimmt, und diese Kette 
könnte nur dann offen bleiben, wenn sie mit einem obern Zeiger schlösse, 
der unten nicht vorkäme. Da dieses nicht der Fall ist, so muss die Kette 
einmal sich schliessen, d. b. der obere Zeiger des letzten Elements muss mit 
dem untern Zeiger dieses oder irgend eines der vorangegangenen Elemente 
übereinstimmen; und die Combination von Elementen enthalt mindestens einen 
Kreislauf. Ich brauche hierfür nur an die Abhandlungen von Cauchy (Journal 
de I'ecole polytechnique Cah. 17, p. 37) und von Jacobi (dieses Journal Bd. 22, 
S. 288) zu erinnern. Ich will nun eine Function (T) definiren, deren Iden- 
tität mit T zu untersuchen ist. 

Um den Coefficienten ton Xuxfxjar,xt, (a+ß+f-\-6*-ft = n— 1 ), in (T) zu 
erhallen, setze man der festen Reihe 1 2 34...n unterer Zeiger alle die- 
jenigen Permutationen von 0" +l 1^2*3*4' Uber, welche keine Kreisläufe er- 
zeugen, und fasse jede Anordnung als Product derjenigen Elemente ron \ auf. 
welche durch je zwei übereinanderstehende Zeiger bezeichnet sind. Die Summe 
aller solchen Producte, deren Anzahl gleich der Permutalionszahl der Coor- 
dinatencombination ist, ist der gesuchte Coefßcient. 

Ich muss zuerst zeigen, dass diese Definition nicht etwa den Wider- 
spruch in sich enthalt, von der Ausschliessung des untern Zeigers 0 abzuhängen. 
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Es sei » = 6, so wird (tXlXSXSXsXe) 8,9 einzelner Term im Ausdruck 
des Coefficienten von XuX^x» vorkommen. Wählen wir 023456 als feste 
Reihe der uniern Zeiger, so ist jener Term in der Form (0X2X3X4X5X0) 
darzustellen, indem man nur die Zeiger der Elemente umkehrt (sio 

bilden eine offene Kette, die mit 1 beginnt, mit 0 schliesst und 4 zum ver- 
bindenden Zeiger bat), und diese neue Form desselben Terms entspricht wieder 
obiger Definition, indem, wenn unten 1 fehlt, oben 0' 1 J 4'5', d.i. 011145 
zu pertnutiren ist. Soll 6 in der festen Reihe unterer Zeiger fehlen, so 
kehren wir zuerst (J) in (J) um, dann in (J), dann (jj) in (J) und 

haben endlich |o?234 5| der Definition gemäss; die offene Kette beginnt mit 

6, endigt mit 0 und hat 1, 4 als verbindende Zeiger. Wenn z. B. 1 als 
unterer Zeiger durch 0 ersetzt werden soll, so wird, da 0 in der obern Per- 
mutation nicht fehlt, und die übrigen Zeiger auch unten sich finden, stets eine 
offene Kette von Elementen da sein, die mit dem untern Zeiger 1 beginnt 
und mit dem obern 0 aufhört. Haben wir den zum Coefficienten von 

x 1 x,x 4 x s x ü gehörenden Terra (iXaXaX^XDCe) so d»™ 118 »« 11 ^ d« ss 023456 
als untere Zeigerreihe erscheint, so durchläuft die Kette alle sechs Elemente, 

und die neue Darstellung wird (q 23450) Wie anch die Kette sonsl be_ 
sebaffen sein mag, durch die Umwendung aller ihrer Elemente wird der 
Wiederholungsexponent des beginnenden Zeigers oben um 1 vermehrt, der- 
jenige des scbliessenden oben um 1 vermindert, während alle verbindenden 
Zeiger in gleicher Anzahl oben bleiben, wie zuvor. 

Wir denken uns nun dus fragliche Polynom T nicht nur nach den 
Coordinalcncombinationen, sondern auch nach den Producten der Elemente in 
Tenne aufgelöst und fragen nach dem Aggregale aller Terrae, die den Factor 
(J), aber nicht x» enlbalten. Als feste Reihe der untern Zeiger sei 1234. ..n 
angenommen. Die Permutation der obern Zeiger wird dann mit 0 beginnen, 
aber sonst diesen Zeiger nicht enthalten. Damit nun die über 234...n 
stehende Permulation keinen Kreislauf erzeuge, so muss nothwendig 1 als ein 
der untern Reihe fremder Zeiger darin vorkommen, da der ebenfalls fremde 
Zeiger 0 schon ausgeschlossen ist. Folglich ist der Term auch noch durch 
x, theilbar. Sondern wir nun den Factor (j)x 4 ab, so bleibt ein Teno, wie 
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er nach der Definition der um einen Grad und eine Dimension niedrigeren 

(12 3 w\ 
1 2 3 n) £ enöl *l e ' entspräche; 

und umgekehrt, wenn wir irgend einen Term dieser letzten Function mit 
(fyx, multipliciren, so haben wir einen Term der höheren Function (T). Da 
dasselbe auch für die Factoren (Ij^x,, (ij) 3 **' ■ • ■ (n) x " bewiesen werden kann, 
so folgt, dass (T) sich für x, = 0 auf das Product von (?)*■+ (2)^+-+©*» 
mit der erwähnten niedrigeren Function reducirt. Da endlich die Definition 
auch ©©©•• CD x,rl »•» Anfatfgsterm von (T) giebt, so ist die Identität 
der definirten Function (T) mit der ursprunglichen T bewiesen. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die Anzahl der Terme des Coef- 
ficienten einer Coordinatencombinalion der Permutalionszahl dieser letzten gleich 
ist. Setzen wir Y = (x»-r a?i + **-f ■■■ + x,)\ so ist klar, dass alle Schnitte 
des Gebildes x„x i x 7 ...x. = 0 mit dem polaren Gebilde in die lineare Gleichung 

Xu+Xx-] \-x„ = 0 hinein fallen, und dass daher T= (x„-ha;,-i \-x m )"~' wird. 

Da jedes Elementproduct jetzt =1 ist, so ist ferner klar, dass die Anzahl 
solcher in irgend einem Cocfficienten dem Coefficienten der betreffenden Co- 
ordinatencombination in der Entwicklung von (2x)"~ l gleich ist. Man kann 
aber die Richtigkeit dieser Anzahl auch aus obiger Definition der Function T 
herleilen, wenn man mit a£xf, (a-f /9 = »-l), beginnt, dann x^afxj, 
{a+ß+y = »— 1), betrachtet und so fortgeht, indem man immer den Salz für 
die niedrigere Stufe als schon bewiesen voraussetzt. Das Fundament der Be- 
weisführung würde dann sein, dass in der Entwicklung von 

(l+(I>+6> + -)(H(0*+(0* , + -.)(l + (0*+®*M -.)—. 

der Coefficient von x' gleich ( a +^+ y + ") ist, wo t — die 
Entwicklung von (1+x)" bedeutet. 
Bern, 1865. 
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Recherche des points ä l'infini sur les surfaces 

algebriques. 

Deaxlime Partie. 

(Voir p. 112 de cc volumc.) 
(Par M. L. Paintin a Douai.) 



§• l 

Definition et ordre de la surface asymptote. 

1. La surface proposce ayant pour equation 

V = <f m (x, y, t) + t<p m _ l {x, y, »)+/*^ a (a? J y, «)+»• = 0 

l'equation du plan asymptote au point ä l'infini (-^- = -|- m — , # = 0) est 

(10 (P) .«f + f ^.+,^ + | f ^(«, Ay) = 0, 
«Tee la condilion 

Les plans asymptotes enveloppent une surface developpable, car les coefficients 
de l'equation (1.) ne dependent en realite que d'un seul parametre arbitraire: 
j'nppellerai Developpable asymptote de la surface U la surface enveloppee 
par les plans asymptotes de V; ou, ce qui revient au meme, la surface cir- 
c onscrite ä la surface U suivant la courbe d'intersection avec le plan ä l'infini. 

Celle developpable est de la classe m(m— 1); car, par un point quel- 
conque (x t) , y„, a„, /,,) passent m(m—i) plans tangenls (/»), comme il est visible 
d'apres les equations (1.) et (l bi *.). 

2. Lorsque l'equation de la surface U peut etre amenee a ne plus 
conlenir de termes de degre (m—l), la developpable se reduit a un cöne 
que nous nommerons cöne asymptote de la surface. Dans ce cas, en efTet, 
les coefficients de la fonclion <p m - t (x, y, *) sont nuls; par suite, les plans (f) 
passent constamment par l'origine et enveloppent evidemmenl le cöne 

(C) <p m (x,y,z) = 0. 
Reciproquc: Supposons que tous les plans asymptotes enveloppent 
un cöne c. ä. d. passent par un point fixe; nous pouvons prendre pour origine 
le sommet du cöne. L'equation de la surface, rapportee ä la nouvelle origine. 
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etant supposee do la forme 

<Pm{x, y, s) + t(f m _ l (x, y, ») + (x, »,»)+»• = 0. 

on devra avoir 

potir toutcs les Solutions possibles (a,ß,y) de l'equation 

Ces deux equations doivent donc avoir une infinite de Solutions commune*: 
ou mieux. toutes les generatrices du cöne <f m (x,y,z) doivent se trouver sur 

le cöne <f m _ t {x, y, *); ce qui est cvidemment impossible. ä in« que la 

fonction du (»— 1)*"* dcgre, «/>„,_, (x, y, a), ne soit identiquement nulle. Ainsi: 
„Lorsque les plans asymptotcs d'une surface enveloppenl un cöne. 

l'equation de la surface peut toujours elre amenee ä ne plus renfermer 

les termes de dcgre (m-i). u 

3. Etudions maintenant In surface asymplote dans le cas le plus ge- 
neral. En designant par P le prcniier membre de l'equation (1.), nous aurons 
pour les equations d'une generatrice quclconque de la developpable asymplote 

ÖP_ ÖP_ dP_ 

Öa dß vy 

l'equation (1.) est une consequence des equations (2.)- 

La droite (J) est parallele ä la generatrice C(o, ß,y) du cöne des 
direclions nsymptotiques, car cette droite passe par le point ä l'infini 

•2— 1— S., 1 = 0. 

De plus, si nous nous reportons ä l'equation (12.) [§. I., 1" partic] de la 
surface S, on voil que les equations des plans des centres sont 

ÖP n dP n dP n 

ua dp ' cy 

donc /o generatrice (tf) de /a developpable asymplote passe par le venire de 
In surface S correspondant ä la direction asymptotique parallele « cette 
droite (fi). 

Le Heu des centres des surfaces (S) est une courbe dont les equations 
s'obtiennent en eliminant a, ß, y entre les quatre equations 

26* 
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d'(f m d'(f m a-(f m oy—, n 



d'tp. 



Ö/Jöa 1 » 3/S 



!•!£-+»■ 



dydß 1 öy" 

L 'ordre do la courbe, Heu des ccntres, est le nontbre de points oü eile est 
coupee par un plan quelconque 

Mx+Ny + Ps + Qt = 0; 

le nombre de ces points est egal au nombre des solutious communes aux 
deux equations 



Vtfm d'y m d*g> m Q<p m -l 



oßca 
dyda 



oaaß 

dydß 

N 



da dy 

ö'(p m 

dßdy 

P 



oa 

Vf>m-l 

<5<p, 



m-l 



dy 

Q 



o, ?„(«,/*, r) = o, 



lequcl nombre est visiblement egal ä 3i»(ra— 2). 

Ainsi les cetttres de* surfaces S [(12.) §. I., l* re partie] decrwent une 
courbe d ordre 3m (m— 2), en general; et teile courbe ext sur la developpable 
asymptote. 

L'ordre de cette courbe est precisement egal au nombre des aretes 
d'inflexion du cöne des direclions asymplotiques, si Ton suppose que ce cöne 
soit le plus general de son espece c. ä. d. n'ait pas d'arötes multiples. Nous 
ferons encore observcr que la courbe, lieu des centres des surfaces S, n'est 
pas l'ardte de rebroussement de la developpable asymptote. 

4. Comme les calculs que nous allons developper presentent une 
certaine complication, U sera avantagoux de modifier la notation que nous 
avons adoptee jusqu'ü present. 

Nous rempiacerons les variables x, y, s par x n x,, a?,; les quantites 
«, (S, y, qui designent habituellement la direction asymptotique seront rem- 
placees par a£, x,', x'i; les fonctions <p m (x, y, *), a) seront repre- 

senlees respectivement par u(x,, «(«i, a*, «,). Formant le tableau 
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de ces changements: 

on remplacera *, y, », par x,, Xj, x 3 ; 

«, ß> r> ~ *£i *S?i 

<p..(* } y, «) - »(«Fi,*,»*»)? 

Suivant l'usage, nous poserons 

du ' d'u öd 

nous conviendrons, en outre, d'indiquer par l'indice superieur 0 la Substitution 
des valeurs particulieres x", x-, 1 , x 3 ' aux variables x x , x, , x 5 ; nous aurons ainsi 

«" = n(x ( /,x^xi'), 

en convenant aussi jd'indiquer par la notation ( }„ la Substitution ci-dessus 
menüonnee. 

5. Ces notalions etant adiuises, les equations d'unc generatrice (<f) de 
la surface asymptote seront 

• dP_ 6P_ 

<*)» BL^ÄmS, rf' = 0, 

«, M, Ii, 

equations dans lesquelles 

(4.) P = x.itf+x^+x^-Wf,". 
Nous poserons encore 

« u * u 



"ll W 13 *U 

(5.) H= thi *n thi 

«Jl «JJ "m 

Le theoreme des fonctions homogenes nous donne les idenlites 

(6.) x^ + Xtih + TjUi = mu; 
(7.) x,« fJ +x,ii rt +x,tt r , = (m-l)tt rj oü r=l, 2, 3. 
La resoluüon des trois equations (7.) par rapport a x,, x,, Xj, conduit ä 
(8.) x r H=(m-l)[u l H rl +u 2 H, a +u i H, i ], oü r = l, 2, 3. 
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Les equations (3.) de la generalrice (d) peuvent s'ecrire 

(9.) j c,«g.+ - >■«'«' 
/ avec la conditiun 

' «(x , ;,x?,^, , j==m" = o. 

Mullipliant ces dernieres equations respectivement par //, , , //_ . Hj\ ; puis par 
/AU H'n- e,c el ajoutant, on donnern aux equalions de la generalrice la 
forme suivante 

(io.) (d) 1 *: *; *• < 

lavce «" = 0; 

en designant par les lettres G, , G\. G } les fonclions dont le type general esl: 

(HO G r = p 1 ^,4-r..// rI + r 3 //„, oü r=l,2, 3. 
En mullipliant les trois egalites (11.) par m., «j, et ajoutant, on a. d'apres 

(8.) el (60: 

(120 «, + + - //r. 
7. Remarques. 1". On voil encore, par les equalions (10.), que 
la generalrice de la surlace asymptote est parallele ä la direction asymptolique 
correspondanle. 

2°. Nous pouvons constaler aussi que les coordonnees du cenlre de 
la surface (S) sont, d'apres les equalions qui le determinenl el les nolalions 
adoplees, 

£i - _ G > 

I B ' < // ' t " B 9 
la generalrice (<T) passe donc par le cenlre de la surface S qui correspond 
■ la direction asymptolique parallele ä cetle generalrice. Nous aurions pu 
profiler de cetle propriete pour ecrire immediateinent les equations (10.). 

3". Si l'equalion de la surface peul etre amencc a n'avoir plus de 
termes de degre («— 1), les equalions (10.) de la generalrice deviendronl 

il est alors visible quo les generntriccs [tt) decrivent le cöne h(x,,x,,x,) = 0. 
4". Lorsque la Solution (x'^x'l.x") satisfait, cn outre, ä la condition 

ff(x7,xi',x,')^0, ou ff'-O. 
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les equations (10.) donnent. dans ce cas, / = 0; et les equations de la gene- 
ratrice (J) sont alors 

i « 0, 

(P) xtf+avt+^+kf = 0; 

celte generalrice est donc ä 1'infini dans le plan (P). Or le nombro des 
Solutions du Systeme 

H = 0, « = 0, 

est egal ä 3m(tt— 2); donc 

// y a sur la surface asymptote 3m (m — 2) droit es ä Cinfini, paralleles 
aux 3i»(ffi— 2) aretes tfinflexion du cöne des directions asymptotiques; res 
droites sont respeclitemeut dans les plans asymptotes eorrespondant n 
ces arMes. 

Nous concluons de lä que le plan ä Tinfini coupe la surface asymptote 
suivant ces 3m (m— 2) droites, et, en outre, suivant une courbe du m'*"'" ordre, 
laquelle est la courbe de contact de la surface asymptote avec la surface pro- 
posee U; donc ia developpable asymptote est de l'ordre 

m+3m(m — 2) ou m(3m— 5), 
resultat que nous retrouverons tout-ä-l'heure par une autre methode. 

NB. II peul arriver, pour certaines valeurs speciales des coefficienls, 
que la generalrice de la developpable, eorrespondant a une ardle d'inflexion. 
ne soit pas ä ttnfini. C'est ce qui a lieu dans la surface 

xl+xl+xl + Glx^ + e . . . = 0. 

8. Ordre de la developpable asymptote. 

L'ordre de la developpable est egal au nombro des points en lesquels 
eile est rencontree par une droite quelconque; nous resoudrons cette question 
en cherchant le nombre des generatrices (J) rencontrant la droite arbitraire- 
mont choisie. 

Les equations de cette droite peuvent se mettre sous la forme 

o, a t a, 

ou 

x, = a.p + vU, 

X? = <hQ + A t t, 

o,, oj; A t , A?, A>, designant des constantes tout-ä-fait arbitraires. 
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Pour obtenir Hnterseclion de cette droite avec la generatrice (<J), il 
Ftal rcmplacer *„ x,, x 3 , par les valeurs precedentes dans les equations (10.); 
il vient alors 

H\ q 4- (C: + A, IT) t _ fPa,Q + {ß\^A t H" )t _ H°a xQ + {G\ + A t H*)t 

. - " " _ M 



Pour que les deux droites se rencontrent, il faul et il suffit que les valeurs 

de -^i donnees par ces equations soicnt les memes, car les equations (13.) 

determineront alors les coordonnees -y-, -y-, du point de renconlre. Si 

nous designons par — * la valeur commune des rapports ci-dessus, on a, en 
eliminant les indelerminees //(*, /, et Ar, Pequation de condition 

a t *S W+A^IT = 0. 

Le nombre des generatrices (J) rencontrecs par la droite (13.) est donc egal 
au nombre des Solutions (x t , x,, x 3 ) comraunes aux deux equations 



(14.) 



F(* n x 2 , x 3 ) — 



= 0, 



a, x 2 G 7 + AjH 
« 3 x 3 G 3 +A,H 

«(x„x,,x 3 ) = °> 

homogenes en x,, x,, x 3 . 

Or les fonctions 0,, *G 2 , G 3 , H sont du degre 3(ro-2) en .r„ x,; 
la l" r equation est, par suite, du degre 3(m-2)+l ou (3w-5); la 2*— est 
du degre m; donc 

Im surface developpable asymptote est de Vordre 

N = m(3f»-5). 

Nous remarqucrons de suite que Pequation de la developpable asymptote ne 
depend que des coefficienls des fonctions « et c ou <p m et 
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§ II. 

Influence des points doubles u Tinfini de la surface U 
sur Pordre de la developpable asvniptote. 

I". Idcntittfa. 

9. Oii a d'abord les identites suivantes dejä ecriles (6.) el (7.): 
(1.) j?,m, + x 3 »,+ x } n s = mu, ou J£x K u m — mn. 



(20 



\x,u, l + x l u, 2 +x J u,i = (m — \)u, y ou -i'x.ti^, = («t— l)w, 



' oü r = 1, 2, 3. 

En differcnliant une et deux fois les identites (2.), H vient 

VU r 



(3.) 



Z x, -. 
. i ax, 



= (m-2> n . 



(4.) tm c '° 

n- <l 



dx.dxj ' * ' öx, 1 



car 



du ri __ du,, 
Bij 3x r 



V B. Dorenavant, au lieu du signe sommaloire 2 , nous ecrirons seulement 

m 1 

n 

2:, en convennnl d'indiquer pnr la qu'on devra faire la sommc des resultats 
obtenus lorsqu'on donne ä l'indice n les valeurs 1. 2, 3, dans l'expression 
soumise ä ce signe. 

Posant, comme nous favons dejä fait 

«ii «n Mu 
(5.) H= th, «n «w 

«Jl «Jl «11 



H - 6H 



on a les identites 



(6.) 



2u„H n - 0. 

La resolution des equations (2.) par rapport ä x r donne 

(7.) x r H=(m-i)ZuJI rn , oü r=l, 2, 3. 
DifFerentiant une. deux n et trois fois ces dernieres identites, on a successive- 
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menl, eu egard aux relations (6.); 



(8.) 



eu 



(9.) 



d'H , d'H . t 



(10.)/ 



d'H 



ö'tf d'H , , ^ 

X 'dz r dx,dx t - dx.oz t +[ > m l) 



[ 

{ 



&T r ÖX r 



d'H n 

dx r dx. 

dxidx. 



La differenliation successive des identites (6.) noos conduit a 
(11.) 



' öu rm - ÖH r . 6H 

) s ~Sz7 H "+**"-3h7 = dx~ 



ox. 



H, m + 2u a 



OH.. 

ÖXi 



= 0, r>*. 



(12.) 



dxt dxj dxj öx, 

+ ^ H -4^x- +2Uf 'c^r 

Qxi dx, " l ~ dxj dx. 



d'H 

dxiöxj 1 



= 0, r^*. 



dx,dxj 



dxidxj 



r. s: 



} 
} 
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Nous aurons encore a faire usage de l'identite suivante 



d'H 



( 18 0 " du Tu m H t .Hr t .-H r .H 
Differentiant successivement par rapport a x t , x,, x k , on a l'identite 



öxi dxj ox* 

ö l H d'H 
+ dxidx,öx k du r ,du ri . t 

^ e ? 

Q d'H du„du rt . t 

^ 8xj vxt 



dx,äx,öx k + n Vi ' dx.dxjSxT 
} Q dH„ d'R r 
~*J dx, dxjüx t 

^ c?X; dxjdx k 



OXj 



^ öi, ' öxjdxk 



-H, 



dxidx f dx k V dxidxjdxk 



-s 

-8 



C?X, C?X, #X* 



-I . 

— -1 



ex. dxjdxk 

le signe S indique une sommo de lermes formes par les combinaisons 
blables des trois indices i, j et k. 

10. Les fonctions (?, sont definies par les egalites (11.) da §. I.; on a 

(15.) G r = Ze m H rm , Oü r= 1. 2 ou 3. 
On obtient en differentiant successivement: 



(16.) 



t 17 ') -öx^xj m 



" dX< ™ OX; ' 



j dx, 6x 4 cJx; öx, 



< 18 -> Öx?dx,Öx t = 



ö'Hr 



dxi dx, dxit 



SU 



d'v. 



™ dx,dxjdx k 



diu dxidxj cxidxj dik 

t?X, ÖX,- ÖX* ÖX^ ÖX* C?X» 

* öxj öxidx* dxidx k dx, 

27 • 
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Nous deduirons de suile de ces formules les differences suivantes qui se pre- 
senteronl frequemment duns nos calculs: 

(I 9 ) jxjGj-x.G, = ^„(xj/Zu-x,//,,,) , 
x l G i -x 2 G l = -2>.(x l // Jl ,-x I //,„). 

<*>•> = -*,^)+i£<*.*.-*.*.). 

I i+ s "5x7 ^"5x7 - ^TfcV + * IST**^ " Xs -ö^)- 

e , G l d'G t 

Xl öx.öxjöxt Xl öXidxidxk ~~ 



(22.) 



Bx,vx,dx k ~ *> BxtÖxJx* ) + * dx i dx i dx, " ■ X > 

+ "öx~ i \ ' t ox.öx, Xl dx.&r,/"^ Öx,öxj \ X7 ~dx7~ X> ~öxr) 
n -Öp. / ö'//,. S'ff,. \ / off,. dU, m \ 

■ + - öx: V* äpiT " Xj Tx-^J + - öx7^x7 v* 1 ~dx~ - x *-äx7) 

l v ö °- „ J^Ü.^ . y dV. / öff,. <9ff 3 . \ 

+ 2 dx7 \ x > öx^xT ~ *> Sxjxj) + ^äxToxT SxT - Xl "äxT> 



11°. Expose? de la question. 

11. La directum asyniptotique (x',', x", xy), correspondant ä un point 
double de la surface (t/), doil salisfaire aux relations 

= 0, «4=0, 4=0, 

(23.) et 

Remarquons que lorsqu'on transporte les axes parallelement ä eux- 
memes, les termes du degre m (c. ä. d. du degre le plus eleve) dans Fequaüon 
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de la surface U ne changcnt pas, mais les termes du degre (m— 1) sunt alleres 
par cette transformation ; autrement. lorsqu'on modilie la position des axes de 
coordonnees en les laissant paralleles, la fonction (f< m (x, >/. ») oa u (x, , x, , x 3 ) 
reste la meme, mais la fonction </>„_, (x, y, 3) ou t>(x, , x,, x 3 ) change de forme. 
Nous allons demontier que 

si Karete (x",x",x") est une arele double pour le cöne «(x, , x,, x 3 ) — 0 
et situee sur le cöne c(x,, x,, x 3 ) = 0, on peul, en general, transporter 
les axes parallelement ä eux-roenies de maniere que cette arete soit 
aussi une arele double pour le cöne represente par Tensemble des nou- 
veaux termes du degre (m— 1). 

Soit en effet, Fequntion primitive de la surface U: 

ti(x l ,x 1 ,x 3 ) + /e(a-|,a- 3 ,x 3 ) + / 5 '/'(x I ,x J ,x J ) + --- = 0 
ou, en supposant t — \ : 

(24.) «(x 1 ,x 2 ,x,) + t>(x 1 ,x I ,x J ) + «>(x I ,x I ,x 3 ) + .-- = 0. 

Posons 

Ji = a, + Jfn X2 = (h+!/j, Xj = Oj-fy 3 ; 
Fequation de la surface prendra la forme 

(24*0 «(f 11 fbi + V(M* . f »» Ii) + Wf* » f., f i) +•• • - 0, 
oü Kdesignc l'ensemble des nouveaux termes du degre (m-1), et a pour valeur 

(25.) K(3f,,y„f,) = Oi^- + «»ä^ + «3^- + e(jfi,Jf l ,SFj). 

Or si Ton suppose les relations (23.) verifiees par la Solution x!, 1 , xi'), on 
pourra disposer des arbilraires o, , o,, a 3 , de fa$on que les valeurs 

annulent les derivees premieres de la fonction V. En effet, ceci aura Heu, si 

(dV \ 
ßj-) § = «1 «"1 + «i'i + <h a'jj + 9* = 0, 

(26.) ( J£) § = a k 4 + a, «B, + = 0, 

( (|£) e = aX', + a,<, + + p? = 0. 

Si Ton multiplie cos equations respectivement par x',', o£, x 3 J , et qu'on ajoute. 
on trouve 
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ce qui est une idenlile, d'apres les relalions admiscs (23.). Les trois equations 
(26.) se reduisent donc ä deux equations dislincles; on pourra, par suile 
transporler les axes d'une infinite de manieres, de facon que la directum 
(x',\ x", Xi) soit une arötc double pour le cöne forme par I'ensemble des 
nouvenux termes du (m— 1)™'" degre. Dans cette Iransformalion, les termes 
du degre ne changent pas; par suite, les relalions qui onl Heu entre les 
roefficients de ces termes subsistcront cncore apres le cbangement des axes. 

La proposition enoncee souffre cepcndant des exceptiuns. Si. dans 
les equations (26.), on regarde <*,, a,, Oj, comme des variables, on aura im 
Systeme de trois plans. Dans le cas general que noas examinons, ces trois 
plans se coupent suivant une meme droile; mais il arrivera que les trois plans 
(26.) sont paralleles, si (x 1 , 1 , xä, x',') est une nrele de rebroussement du cone 
«(x,, xj, jTj); il pourra arriver aussi que les trois plans soient ä l'infini, si 
farele (o£,d£, x],') est une aröle triple du cone « (x, , x 2 , x s ) ; ce sont les seuls 
cas exceptionnels. 

12. Pour etudier d'une mnniere complete rinfluence, sur l'ordre de 
la developpablc asymptote, des poinls doubles ä l'infini de la surface U, il 
nous faudra donc exatniner les cas suivants: 

1" cas. La direction asymptotique (x",x",x'i) est une arite double ordi- 
nale du cdne m(x,,x,, x } ) et apparlient au cöne c(x,, x,, x s ) . 
D'apres la prcmicre hypothese, on aura 

4 = 0, u" 2 = 0, «y = 0; les //„e ! 0; 

et, d'apres la rcmarque precedente, on pourra ad niedre que la deuxieme 
hypothese «(x',', fl£ 9 a$) ou r" = 0 entrainc les trois relalions 

©',' = 0, p? = 0, «5 = 0. 

2"" cas. La direction asymptotique (x',', x'j, Xj') est une arete de rebrousse- 
ment du cdne m(x,, x.,, x 3 ) et apparlient au cöne t>(x M X,, x,). 
La premiere hypothese entrainc les relalions 

«y = o, «: = o, «y = o, et //,". = o ; 

quant ä la 2" r hypothese, eile ne peut pas dtre modifiee, et Ton a lu 
seule relalion . 

r" = 0. 

3 nr cas. La direction asymptotique (x',', x 1 ,', x'i) est une arete triple du cdne 
«(x^x^x,) et apparlient au cöne t»(x,, x,, x,). 
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La 1*" hypothese exige les condüions 

< = 0; 

la 2 mr hypothese ne donne lieu qu'ä In seule relation 

p° = 0. 

4 ,,M> cas. La direction asymptotique (x',', x!,', xi') est une (trete triple pour 
le cöne u{x l ^x 7 ^x i ) et une arUe double pour le cöne p(x M x>, Zj). 
Cettc double hypothese entraine les relations 

«?. = 0; et t>',' = 0, 4 = 0, 4 = 0. 

Nous allons faire maintenant la discussion de ces differenls cas. 



III 0 . Discussion. 

Premier cas: 

13. La direction asymptotique (x 1 , 1 , x!,', x") est une arete double du 
cöne *(x,, Xj, x 3 ) = 0, co qui donne 

(27.), 4 = 0, 14 = 0, 4 = 0, d'oü «/' = 0; 

et l'on peut supposer quelle est aussi une arite double du cöne e(x,,x 7 ,x,) = 0. 
ce qui donne 

(28.), 4 = 0, 4 = 0, ©',' = 0, d'oü c" = 0. 

14. Pour deterroiner Tordrc de la surface asymptote, nous chercherons 
le nombre des points en lesquels eile est rencontree par une droite arbitrairc 
teile que 

Ix, - w+Aj, 
C, = gih+A.t, 
Xy - COj + ^j/. 

En reprenant les raisonnemeuts du n°. 8, nous voyons que le nombre des points 
de rencontre ou f ordre de la surface asymptote est egal au nombre des ge- 

aux deux cönes 

o, x, Gi+A t H 



(30.) F(x„x I ,x J ) 



a t x a Gi+AjH 
a, x, Gi+AjH 
(80*.) Ufa,*»*,) = 0. 



= 0, 
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Developpons la fonction F et ses derivees 

a, (xj Gj — Xj Gi) +Oj(x,(/| — x, Gj) -fo, (x, G 7 — x,G,) 
+ o, H(x, Aj - Xj A ,) + Oj H(x } A t - x, A s ) + o, tf(x, .4, - x, A t ) . 



(30.) F = 
Postint 



(31.) 



J?i = G s — Oj Gj , 
, = Oj G, — o, G, , 
' = Oi G ? — <i 2 G, ; 



er, = oMj — a s Ai, 

ff, — OiAt — 

01 = 0,^—^^,; 



on a: 



( de. c a t \ . ( cg, de. \ . ( de. se, \ 



du 



du 



8H 



Öx, \ + a i (x,A J ~x J A t )-^-+<hix i A l -x,A i ) -^-+a i (x t A,-x i yi l )-^- 
-E-n.H; 



ex, dx, 

B*e. 



I I «.(^.-x^^+^^^-x,^^ +*(x,/t l -x 5 ^)^'-|- : 

__ßE,_aE,_ äff äff 
CX, &r, dii ' 

15. Nous nllons d'abord ecrire les relations partirulieres qui resullent 
des hypotheses (27;, savoir: 

(27.), «v = o. «:^o. i*=0. 

On conclul immedialement des idenlites (7.) 

(34.), //" = 0 

1". Puisque les //,, ne sont pas nuls, la comparaison des equations 
fournies pur les identiles (2.) et (6 ), oü I on introduit les hypotheses (27.) et 
(34 ). nous conduit aux relations 

(35.), j&-MC-Mi 

et nous poserons 

(35*). £ - »• 
Les idenlites (8.) donnent visiblemen» 



(36.), 0 
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2". Eu egard aux relations (27.) et (36 ), on deduil des identites (9.) 

cette egalite aura licu quelles que soieiil les valeurs rospectives des nombres 
r, s, i, egales ou inegales. Dun autre cöte, les identites (11.) donnenl 
dapres (36.) 

[--.tri - 

on conclut de lä 

Les relations (35.), (35''".) et l'identite (3.) nous permeltent de transformer 
le second membre de cetle dcrniere egalite, lequel devient successivemenl 

-(m-i)k r Sx m f^ _ (>w -l)( m -2)A r «„; 
et on a definitivement 

3". Eu egard aux relations (35.) et (36.), les identites (11.) donnent 

puis, d'apres Tidentite (3.): 

(38.), [ku„^l+(m-2)l,»':, = 0; 

egalite qui a Heu aussi lorsque • = r. 

Si, dans cetto derniere egalite, on fait successivemenl *= 1, 2, 3, en 
laissanl ä i une valeur fixe, et que Ton compare les trois equations ainsi 
obtenues avec celles que fournit le groupe (2.) dans le cas actuel, on ob- 
tient les nouvelles relations 

»• x\ x', " 

m ( ^).+c-^. m 

Journal für Maihtiwulk rM. LXV. Heft 3. 28 
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16. Nous allons mainlenant demonlrer que la droitc (x^x'^x'i) est 
une arele double pour les deux cönes F et « [n ". 14], et que les plans langenls 
suivant celte arete double sont les memes. 

1". Dapres les relations (28.), les valeurs (15.) des (i, sont nulles. 
et Ton a 

(40.) G7 = 0, <?;=(>, 6«' = 0; 

et comme H" est aussi nul, on voil que l'aröte (x'^x'^x'i) appartient egalement 
au premier des cönes (30.), savoir au cöne F(x t , x,, x } ) = 0. 

2". D'apres les relations (40.}, (34.) et (36.), l'expression (32.) des 

dF 

gy- ne depend plus que des binömos de la forme 

or, eu egard aux hypotheses (28.), la valeur (20.) de ces binömes ne depend 
plus que des quantites 

(Xjffj.-XjÄ,,), 

quantites nulles, d'apres les relations (35.). Donc 



C«0 (f). = 0; 



c. ä. d. que la droile (x?, x" , x'i) est aussi une ar*te double pour le cöne 
F(x,,X3,x,) = 0. 

3°. Les relations (28.) et (35.) nous donnent pour les valeurs (16.) 
de, a "' 



dxi 

et, d'apres (28.): 

4°. Eu egard aux relations (40.), (42.), (36.), la valeur (33.) des 

-~ — ~— se reduit a 
vx,oXj 

( d'G, d'G t \ . , . d'H 

+«,(...)+.... 

D'apres Tegalite (37.), le second terme a pour valeur 

- a, {a$A s - x'}AJ (m - 1 ) (m - 2) co . < . 
La 1"' expression, dont la valeur est fournie par les formnies (21.), se reduit. 
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en verlu des egalites (28.) et (35.), ä 

La rednction de ces sommes s'opere aisement ä laide des relations (39.); el, 
si Ton lient compte des hypolheses (28 ), on a definitivemenl 

en dcsignant par R la quantite suivaale independanle des indices i el j 

- [m -1 ) (m -2) i» [«, (x' 2 'y4j - x^,) + a, (x'^1, - x^,) + a 1 (xM, -xi'J,)] . 
Or fequalion des plans tangenls an cöne F suivant l'arele double (x'*, x'L x'i) est 

S««(t&). = 

celle "equalion devient, en y suhstiluant les valeurs (43.): 

r] + *'A + ^ + 2x, xj «V, -(- 2x, x 3 «',', + 2x, x, ir 1 ,', = 0 ; 

c'est precisenient l'equalion des plans langenls au cöne m(x,,x,,Xj) = 0 suivant 
farele double (x',', x'!, x'j). 

Comme consequence de cette analyse du 1" cas, il resulte donc quc 
Le* deux cöne» F(x,,x,,x,) et tf(x,,x 2 ,Xj) ont en cotnmnn six oretes coin- 
cidant avec la generatrice (xf, *?, x','j. 

Deuxieme cas. 

17. La direclion atymplotique (x',', x',', Xj') est une artte de rebrou**e- 
ment du cöne ii(x,, x,, x,); on doit donc avoir d'abord 

(44.), «'; = o, «y = o, «y = o, doü «" = o, 

PU,S (45.), H)\ = 0, d du H " = 0 (45 bii .); 

de plus cetle artte appartient au cöne c(x,,x 2 ,x,), el Ton ne peut pas 
supposer, en general, quelle en soit une aröte double; on a donc la seulc 
condition 

(46.) t" = 0. 

Nous allons chercher encore le nombre des aretes communes aux deux cönes 
(30.) et (30 b, \) et coincidant avec la generatrice (x',\ x 1 ,', x">). 

18. Les relations etablies dans le 1" cas ne »ont plus applicables ici, 
car les identites (2.) et (6.) ne fournissent plus des systemes dequations 
distinctes. 

28* 
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1". Les relations admiscs (45.), ou //„ — 0, entrainenl comme con- 
sequence immediate 

(47.).. < =99. 
En eftel, on peut luujours poser 

en cherchant a verifier les rclalions (45.), on conclut 

Mn = • »« = *0a , «33 = kg; ; 
or on peut encore poser 

ffn 0m fifi» e,anl de nouvelles indetcnninees; on arrive ainsi aux valeurs (47.). 
Les identiles (2.1 dounenl alors 

(48.) : x'ifr + jdigi + x'lg, = 0; 

et les identiles (8.) conduiscnl ä 

En ayant egard aux relations (44.), (45.), (47.) el (49.), nous conclnrons des 
identiles (9.) 

(»•). (Ä) = * 

apres avoir remarque quo les identiles (11.) nous conduisent, d'apres (45 ), 

(47.) et (50.), ä 

2". En supposant j=i, les identiles (12.) donnent, d'apres (45.), 
(47.) et (49.); 

dx< oXj t?x 4 dxj öx< t9>~9* i 

en supprimant, pour un instant, Tindico 0. Posons 

fegalite precedente devienl alors 

L ö Xi ö Xi + dx. dx, + dx, J* ~ 
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egalite qui a licu aussi pour » — r. Faisons-y successivemenl * = 1, 2, 3, 
et resolvons les trois equalions obtenues par rapport aux -^r> OD troiive 
par exemplc 



<3«i. 



ÖM.| 
'dxT 



du, : 
ox, 

du« 
dx, 

ftte 



öx, 
vx, 



cX, 



ff, -x 

öx, 
dx, 



du 



dx, 
du« 



9i 



dx. 

öx, ex, I, 



OX, CX, Ii 

Dun autre cote, les identites (3.) deviennent, d'apres (47.): 

Faisons encore, dans cctte egalite, * = 1, 2, 3 et resolvons les trois equalions 
obtenues par- rapport ä a-,, a^,, a\,; on a, par exemple: 



(IL) 



C'X, 

fahl 
dx. 



du n 
dx, 

dih> 
dx, 



8u 



ÖMJI dUit 



dx, 

Bun 
dx, 

du» 



.aüj» = {m-2)g. 



9i 

92 



du n du ls 
dx, 

dun 
dx, 

du u 



dx, 

duu 
dx, 

du u 



dx, dx, i 

Divisant raembre ä membre les egalites (I.) et (II.), nous conclurons unc 
relation comprise dans le type general suivant: 

'd\l r % \ A r 



6H r . dH, 



II resultera, en outrc, de l'egalile = d 

/toi.« \ A ri A,, 

(03 .)> -^r - — • 

La Substitution do ces valeurs dans les identites (12.) nous donnera, en lenant 
compte des relalions (45 ), (47.), (53.) et (3.); 

cette egalite donne Tegalite (52.) comme cas particulicr. 

3°. Si Ton combine successivement avec Ia relation (48.) les relations 
(52.) et (54.), et qu'apres avoir atlribue ä i et j des valeurs speciales 1. 2 
ou 3. on elimine allernutivement les quantites g t> g„ g } . on sera conduit. 
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au groupe des relations suivantes: 

ti\ = Ki:, + 2z;A r > = K%-2x\A tl 
9, 9t 9» 

<56 . ) 1 J Kl\-2z\A„ = JC_^ K"+2x\A,, 
9, 9, ~ 9, 

9i 9. 9, 1 

K:\+* t A, t -ziA, 3 m Ar, = ki\+*\a„ 

9, 9, 9, 



56"». ), 



A*r,'i - \-x\A ri K] \ -f-x* A ri — x*A r j _ Kl 'j— x\A, s 
9, 9, 9 t ' 

hr.t — x* Ari _ A',.; + x * As> _ A*',' -f- x' /4ri — x* A,? 
9> 9, ffT 



En Icnant coinpte des relations (53"'\), (54.) et des valeurs (55 ), on verifie 
facilemenl Tegalite 

(57.), g^Z + gtKl+gW. = 0. 
4*. En ayant egard aux relations (44.), (45.), (47.), (49 ). (50.), 
(51.), (52.), (54.) et ä I'idenlite (3.), on deduira des identites (10.) les valeurs 
suivantes: 

m = 



G 



. " 0 J> _ 



''öx, öx, dx, '» x\ 
5 U . Si Ton elimine successivemenl les quantites g t , g 2 , y,, entre les 
deux relations (48.) et (57.), on en conclut legalite des rapporls 

(59A *'M>-*\tä xlKt-x\K'L = x\Kl.-x\K- ^ u} ., 
9i 9t 9i 

Nous determinerons la valeur des rapporls w\> ä l'aide de Tidentite (14.). 
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En tenant compte successivement dos relations (45.), (49.), (50.), (53.). 
(55.), fidenlite (14.) devient, en supposant, par exemple, * = 2, *, = 3 

<"-^s£^-n^ - S(^^..-A,./f;:,). 

ia somme § s etendant aux combinaisons des trois indices i, j, k. 

Si maintenant on donne ä r et r, des valeurs parliculieres, et qu'on 
ait egard aux relations (53 b '\), (58.), (47.) et a la definition (59.) des atf, 
on trouvera ponr les valeurs cherchees 

(59 h -.) } m* = -(«-l)(m-2)^.<. 

19. Nous allons constaler maintenant que ia droite (x',', x,', x',') est 
une arete de rebrousseroent pour les deux cönes F et «, et que le plan tangent 
de rebroussement est le meme pour tous deux. 

1°. D'apres les relations (45.), les formules (15.) donnent 

(60.) tf; = 0, G\ = 0, G? = 0; 
et c online Ia quantite H est evidemment nulle, il en resulte pour la valeur 
(30.) de F 

(61.) F 9 - 0, 

c. ä. d. que 1'arete (x',', .r. . .r", appartient au cöne F r, , x 2 , x s ) = 0. 

öG 

2°. Eu egard aux relations (45.) et (53.), la valeur (16.) des se 
reduit ä 

et comme c" est nul, d'apres rhypothese (46.), il vient 

< 62 -) . (3fr = °- 

En vertu des relations (45.), (49 ), (60.) et (62.), les formules (32.) donnent 

c. ä. d. que la droite (x", s£, xi') est une arete double pour le cöne F{x t , x, , x,) = 0. 
3°. Calculons enfin les % . — definies par les equations (33.). 

D'apres les relations (49.), (50.), et (62.) la valeur (33.) de 
se reduit ä 

8/ ä'G, 8*G. 
<*.(**- 
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or, eu egard aux rclations (45.), (53.) et (53'"'.), l'equation (21.) nous donne 

J dxidx, 3 üx t bx, 2 dxidx, 3 dx^dx,/^ 

par suite, d'apres les notalions (55.), 

II nous resle ä determiner les summes qui se trouvent dans le second membre. 
Posons, pour un instant, 

on a, en outre, d'apres (57.), (48.) et (46 ): 

(3°.) O^^.xV+^xi'+^x 1 ;; 

{4".) o = c ,, = ^r , ; + aryr , l , +x>';. 

Eliminant d'abord les x, enlre les equations (3°.) et (4".), il vicnt 

1 x\ x\ x\ 

puis eliminant les A' l r entre les equations (1°.) et (2 U .), et tenant compte de 
l'egalite des rapports precedents, on trouve 

Et cnßn. d'apres les rclations (59.) et (59 bi \), il vient definitivement 

(64.) m = vW,r+<%W,r+4K& = -l)(»-2) 

Nous aurons, par suite, pour la valeur (I.) de ö s , '• 

0 etant une quanlite donl la valeur est indepcndante des indices i et j. 

Or l'equation des plans tangents au cöne F(x,,x 2 ,x,) suivant l'arete 
double (x',', x", x 1 ,') est 

teile equation devient. en y substituant les valeurs (65.): 

1 xj«; + x]^ + x]fi , i + 2x J x 3 »/;, + 2x } x I ^ + 2x 1 x 1 «'; i - 0. 

ou 

(x^ + x^+x,//,) 5 = 0; 
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ce qui est precisement reqnation des plus tangents an cone «(x,,*,, x,) = 0 
suivant l'arete de rebronssement (x? t x°, xj). 

Comme conseqnence de cette analyse, II resulte que, dans ce 2*" cas, 
Les deux cönes F(x,,x,,x,) et u(x„ j ; , j- 3 i o*/ e» coimmm tix or^/et com- 
rirfonf <icec Ja generatriee (xj, a£, xj). 

Troisitone cas. 

20. La dkreetion asymptoHque (xj, x?, xj) etf wie or#e triple pow U 
röne m(x,,x 2 ,x 3 ); OD doit donc Hvoir 

(66.), <. = 0, qnels que soient r et *; 

et, en oWre, cette droite est tme orite simple du cöne ef«,,«,, «,) = 0; d'oo 
la relation nniqne 

(67.), «° - 0. 

21. 1°. Comme conseqnence immediate des hypotheses (66.), on a d'abord 

(68.), itf = 0, «5 = 0, «S = 0, d'onW = 0; 
(68"\), H° = 0; IP r . = 0 
Les identites (8.) et (9.) donnent ensoite 

(69.), j^" 5 * 7 ^ = °' 



Les qnanütes H„ etant des foncUons homogenes et dn second degre pai 
anx «„, od 1 evidemment 

( 7 °o> (^).= »i 

et Im idoirtite» (10.) donnert nlore 

C^')> ( dx r dx,dxi ^" 

2°. Differenliant encore nne fois les identites (12.), et introdaisant les 
hypotheses actuelles, nous trouverons 

(I) j- 6u " f E ~ | j- = Q 
Bxt Bij dxi, dxj öii Bxi 



Faieons d'abord pnis donnons i $ les valeurs 1, 2, 3; les 

trois eqnations ainsi oblenues, comparees avec Celles qne fournit la relation 

öu.i , _ du,, du* _ n 



~d~x~' rx:7 ~dx7 
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lorsqu'on y donne ausri ä * le« valeurs 1, 2, 3, 

{ d % H n \ { d l B>* \ ( d ' B « } 



Eu egard ä ces dernieres relations, legalite (I) nous conduira, ä Faide 
dun calcol semblable au precedent, aux equations 

( d % H rl \ r B*En \ / f'H., \ 

K ' h *t *: «: 

22. Nous allons conatater maintenant que la droite est 
aussi une ardte triple pour le cöne F{x t , x, , x,) = 0. 

D'apres les relations (68.) et (70.), les formale» (15.) et (16.) donnert 

dabord 

(73.) <? r ' = 0, (§£).-<h 
et, par suite des relations (68.), (70.), (72.) et (67.), loa formules (17.) donnern 

C daiidxj \ ~ ®' 

Lea equations (30.), (32.) et (33.) donnent alora immediatement 

(75.) 1^ = 0, (0=0, (^).=0. 



En poussant plus loin les calculs od constaterail que les ö l F ne sont ni nuls, 
ni proportionnels aux d*u. L'arete (x?, x?, x?) est donc triple pour les deux 
cönes F et *; par consequent le* deux cöne* F(x n «,,«,) e/ at(x,, x,, *,) 
■ e«f arlfet coinddant acec la generatrice (x?, x!,', xS). 



23. La direction tuymptotigue (x 1 ^ Xj, xj) et/ «ne aröte triple puw 
le cöne u(x,,x,,x,); c. a. d. que 

(76.) t u£ = 0, quels que soient r et $; 

et est, en mime temps, une arite double pour le cöne e(x,, x,, x,); c. ä. d. que 

(77.), e?«=0, eS = 0, e^ = 0, d'ou e ü = 0. 

24. Les relations des n M 21 et 22 sont applicables a ce cas; les 
formules (18.) nous donnent en outre, d'apres (77.): 
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et ob eooclot immediatement de l'identite (33.), apres 1 avoir differentiee, 

o. a. d. que la drolte (x?, xj, x,') est une aröte quadruple poar le cöne F. Donc 
le» deux cöne* F(z 1 ,x 3 ,x,) ef n x, . z . j-, ont en commun doute 
la generatrice (X?, xj, xK). 



IV*. Conelnsion generale. 

25. Nona venons donc de demontrer que, lorsque la surface U possede 
od point double a l'infmi. les deox cone« (30.) et (30 bi \) 

F(x,,x,,x,) = 0, «(x,,x,,x,) = 0 

ont en commun, en general, itz arötes coincidant avee la direction asvmptotique 
(x'i, arV , x") correspondant au point double. Lorsqae Tarnte (x", x'j, x'i) est 
triple ponr le cone a(x M x,, x,) = 0, lea denx cönes auront en commun neuf 
on doute arötes coincidant avec l'arete (x?,x?,x?), nivni qua cette droite 
est une aröte simple ou une aröte double dn cone c(x,,x t , x,) = 0. On seit 
d 'ailleura qua lea solutions coumunes a cea deox cönes determinent tooa les 
pointa en leaquels la surface asymptote est reocontröe per oue droite qnel- 
conque, et font, par suile, connaitre Vordre de cette developpable. 

Or, ponr (x, •=- xf, x, = x", x, = xj), les equations (10.) $.1 da la 
generatrice (d) correspondant a cette direction asymptotique se reduisent ä des 
i den Utes, poisque les quanütes // et 0, »ont nnllea; U n'y a plus, en effet, 
de plan asymptote, il n'y a plus de generatrice (<?) correspondant ä la direction 
asymplotique (xV, xV, xi'). 

Par consequent, le nombre des generatrices (J), rencontrees par la 
droite arbitrairement oboisie, sera egal au nombre des arötes communes aux 
deux cönes F(x,,x,,x,), ti(x M x } ,Xj) et distinctes de l'arete (x^x^xS); 
c. ä. d. egal a 

[a»(3as-5)-6], ou [m(3a»-5)-9], ou [»(3m- 5) -12] 

suivant que la direction asymplotique (x',', xj, x^'), qui determine le point double, 
est une aröle double du cöne a(X|, x,, Xj) ; ou, une arete triple pour le cöne 
u x, . x . x. et une arete simple pour le cone e .•• . j- . x K ; au, une arete 
triple pour le cöne m et une arete double pour le cöne e. 

29 # 
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Done 

26. Lorsque la surface U a um pomt double ä finfini, C ordre 

N = »(3m- 5) 

de la surface asymptote est diminue , en genital, de fix unilts. Lorsque la 
direction atvmptotique, correspondant au poitU double, est une arite triple du 
cöne (f., la dimmution sera de neuf ou de dorne unites suivant que celte 
direction tera une arite simple ou une arite double pour le cöne y„_, . 

Cet demier» cot »e prisenteront respeethement lorsque le cyiindre 
asymptote, correspondant au point double, se rtdubra ä deux plans dont un a 
finfini, ou ä deux plans ä finfini [g- 25 et 26, 1*" parüe]. 



§. in. 

Recherche des directioos asymptotiques de la surface asymptote. 

27. Pour les recherebes qui noas restent ä faire, nou3 nous placerons 
dans le Gas general oü la surface proposee U n'a pas de points multiples ä J'iofini. 

Noas completerons d'abord l'etude precedente en cherchant ä deter- 
miner l'iufluence des aretes doubles du cöne des directions asymptotiques sur 
Pordre de la surface asymptote, en supposant toujours que ces aretes doubles 
ne correspondent pas a des points doubles a 1'infini sur la surface U, c. a. d. 
que cette generatrice du cöne « x. . x. . x, n'appartient pas au cöne e ^„x,,!,). 

1°. Influenco des aretes doubles do cöne des directioos asymptotiques. 

28. Considerons une aröte (a#, a£, a£) que nous supposerons double 
pour le cöne ■ i x 1 , x, , \ - - 0, c. a. d. que 

(79.) «5 = 0, < = 0, ifi = 0, d'oü »1 = 0; 

etadmeltöns, en outre, que cette aröte n'appartient pas an cöne e (x x , x, , x,) = 0, 
c. a. d. que 

e° ^ 0. 

Nous aurons a exa miner deux cas: la droite (x"„Xj,a%) est une aröte double 
ordinaire du cöne u(x, , x 2 . x,), ou eile en est une aröte de rebroussement. 
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(80.) { 



29. La directum atymptotique (*?,*», x\) est tme arite double dm 
eöne u(x n *, *,), c. ä. d. que 

< = 0, «° = 0, «« = 0, d'oü «" = 0, 

et Ä° ^ 0. 

Les relations da n\ 15. sont applicables a ce cas. D'apres (35.), les valeurs 
(15.) des G r »ont 

(81.) (G,\ = i,(m-l). u ; 
et, eu egard ä ces valeurs et a la relaUoo (34.), l'equation da eöne (30.) devieat 

•i ** 

F(*?, *»,«§) = <h 4 1, (m-l)e° = 0, 
«, «8 

car K m <w£; 

donc le eöne F(x ly x tt x s ) passe par l'arete double (*S,a$,a£). Nous cal- 

et nous constaterons que lear valeurs sont dlf- 

ferentes de »ero. Alnsi 

Les eöne* F(ac, , «, , *,) e< «fa,*,«) <wl e» 
VarUe W,x^ xf). 



deux 



(82.) 



Deaxi&ne eis. 

30. La direction asumptotique (atf, x'^ x'i} est u 
rebroussement pour le eöne u j-, , x. •; c. a. d. qae 

< = 0, «5 = 0, «» = 0, d'oü u°~0, 
et J??. = 0, qaels que soient r et s; d'oü fT = 0. 

Les relations du n 18 sont applicables a ce cas. D'apres (45.), les 
des G r sont 

(83.) Q, = 0; 
U en resulte immediatement F" = 0 On a, en ontre, (20.) 

d'apres (53.) = [l^f^^-^^] = 0; 



arite double de 



(84.) 



alors, eu egard aux relations (49.) et (84.), la formale (32.) doane 

(&). - »• 

Dune, la drohe (x 1 / , x? , xS|) est une arete double pour le cöno F(x,, x,, x,)=0. 

^ gg ^ et nous constaterons que leurs va- 
leurs sont differentes de aero. Ainsi lee cöne* Fi x,, x^ , x,) et «(x,,a-,. x,) 
on* ei» commtm 9«a*re artVes coinddant ante la droit« (<r?**?,a£). 

COBClMSiOB. 

31. Dans l'hypothese actaelle //' - 0 : par suite, lee equations (10.) $. 1 
de la generatrice ((>) se reduisent a la seule equation 

t = o, 

laquelle represente le plan a l'infini; c. ä. d. que le poinl d'interaection (cor- 
respondant ä la Solution x'/, x?, x?) de la droite arbitrairement choisie avec 
la surface asymptote se Irouve sur une drohe a Tinfini. Donc une droite 
quelconque renconlre la surface asymptote en deux points ou quatre poinls 
coincidants et situes sur le plan a l'infini, suivant que la direction asymptolique 
consideree est une arete double ou une arete de rebroussement du cöne 
*(x M x,, x,); par suite, le plan a Hnfini fall partie de la surface asymptote. 
II reste donc 

[a»(3ai-5)-2] ou [m(3»-5)-4] 

generatrices proprement dites rencontrees par une droite arbitrairement choisie. 
Ainsi: 

Lonque le cöne (« ou <p m ) possede une arttt double ou une artie de 
rebroussement ne correspondant pas ä un poinl double ä tinßnt de la surface 
U, Vordre de la devehppable asymptote se traute diminui de deux ou 
quatre unites, $i ton fait abstraction du plan ä Cinfini. 

11°. Recherche dos direction» ftsyroptotique». 

32. Les points ä ttnfini sur la surface asymptote ne peuvent provenir 
que des points situes a l'infini sur ses generatrices ä dislance finie, ou des 
points sur les generatrices ä l'infini, lesquelles correspondent aux arötes d'in- 
flexion du cöne «(x,,x,,x,) ou ä ses aretes doubles, car dans ce second cas 
le plan asymptote est ä l'infini. 

Les generatrices du cöne des directions asymplotiques de la surface 
proposee U fournissent un premier tgstetue de directions asymplotiques pour 
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la surface asympioto; car a une arete da cöne uir,.i„ij) correspond ane 
generairice parallele de la surface asymptole et une seule. 

Mais l'etude des aretes d'inflexion et des aretes doubles du cöne 
ou <f m va nous permettre de constater l'existence d!autres systemes 
de directions äsymptotiques pour la 



Premier cas. Aretes d'inflexion. 
33. Supposons que la droite (sc?, a£, x° 3 ) soit une aröte d'inflexion du 
cöne u x, . x. , x, . de sorte que 

(85.) ii(aji',sr?,a§) = 0 et JT = 0. 
Cbercbona l'intersection de la surface asymptote par une droite qiulconque 
parallele ä tarite d'inflexion (xj, a4',*S)i savoir (A,, 4,, A s etanl des con- 
stantes arbitraires) 

(86.) ^L-i^.^L. 

Le nombre des generairices (d) rencontrees par cette droite sera egal au 
nombre des aretes communes aux deux cöne? 

a4' «i G t +A t H 
x\ oj, Qi+AtH 

Nous allons donner de suite les developpements de la fonetion F et de ses 
derivees, developpements qui nous seront utiles pour ce eas et les suivants. 
On a d'abord 

(87.) PtK4*-^X4+4H}K4*-^ 

Posons 

ßi = a$A s — x%A^ 
ß % = afjAt— xIA}, 



(87.) F.fo, *,,*,) 



= 0, (87*) *,) = (>. 



(88.) 



^0,-^0, = ^, 



ßi^aftAi—xZAr, 



(89.) g. 



puis: 



(90.) 



8x< dxj 



1 — = 



3x> 



8JE, 



■«"55 — «■ 
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et enfin 

öx, dxj dz* 

d*idxj Bxjdx k dx i dx k ^* dxtdxj Pi dxjdx t ™ dxtdx» 

34. Revenons a Ia question. II est d'abord visible que l'arete 
(xj, x'.', z's) appartient an cöne (87.) F y (x, , x 7 , x,) = 0. 

Nous allons demontrer, en outre, qne les deux cünes F, et « se toachent 
suivflnt cetle generalrice commune. 

En effet, faisant x, = Xj, x,=aS, x, = xS, et ayant egard aux relations 
(85.), les equations (88.) et (60.) donnent. par exemple, 

= 

Or l'identite (12.) § I ■* h 1*" «Um relations (85.) donnent 

U^+M+ifrg - o. 

Par l'elimination snccessive de ces deux egalite* eonduisent a 

»: 

D'apres ces dernieres relations et les valeurs ci-dessos des (3^-)^ on volt 
qne J'equation 

du plan tangent au cöne F, (x, , x, , Xj) saivant larete (x',', zg, x';} devient 

*iiff+*,i«+* s iS = 0; 
c'est preciseraent Pequation dn plan tangent au cöne «(x,, x,, ac,) suivant cette 
meme arele. 

Les deux cdnes (87.) ont donc en commun l'arete | >'/, x£, x 1 ,') et se 
touchent suivant cette ardte; par suite, ils n'auront plus en commun que 
[w(3»-5)-2] autres aretes distinctes de l'arete (x 1 ;, x?, xV) ; mais, ä nne 
aröte dinflexion correspond, en general, pour la surface asymptote une droile 
ä fimfini dans le plan asymptote parallele an plan d'inflexion du cöne 

ll(Xj, Xj, Xj). 
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Par i-onsequent : Une droite quelconque parallele ä 
d" cöne de» dh-ections asymptotiques, c. ä d. 

ä finfini 



(finflexion 
par le 



(10 



x* 



i 

3T i 



t = 0, 



«e renconlre plus la surface asymptote qu'en [m (3m — 5) — 2 J points distincts 
du point oh eile renconlre la generatrice ä finfini; par mite, eile renconlre 
celte generatrice ä finfini en deux points coincidents; donc le point I ä fin- 
fini est un point double de la sur face asgmptole. 

Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas oü la 
generatrice (c7), correspondant a une arele d'inflexioii, est ä distance finie. 

35. Iniaginons maintenanl une droite quelconque 

«, «. «. ' 

situee dans ie plan asymptote 

x,u'l-rXiui-\- Xi^+tcix", xi', x?) = 0, 
qui correspond a l'aröte d'inflexion (x',', x-Ä, xi'); de sorle quon a les relations 

| ti (xj, x?) = 0, ff u = 0; 
(92.) aXWi'+flj^O; 

1^+44+44+^-0. 
Le nombre des generatrices de la surface asymptote rencontrees par la droite 
en question sera egal au nombre des areles communes aux deux cönes 



x, G,+A t H 



F{x„x l ,x s ) = 



= 0, l(«„ü,«,)=0i 



at x 2 G, + Aj H 
Oi Xj Üi + Ajff 

equations dont la forme est identique a celle des equations (30.). 

Ces deux cones ont en commun l'arete (x?, a#, x$); car si, apres avoir 
rem place x,, x,, x, par x',', x£, x" dans lequation du cöne F, on multiplie 
les colonnes du determüiant reapectiveroent par <, «£, et quon les ajoute 
en ayant egard aux relations (12.) $.1. et (92 ), U vient 

«, x'i cr+^.ir 

a, x4' Gl + AtU» 
0 0 0 



9*1 filr 



i 

nulle. 

Bd. LXV. Hefl 3. 
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Cherchons maintenant le plan langent au cone F{x t , x,, Xj) suivant 
Tarnte (4^,4 L'equation (32.) donne, en y supposant x, = xj' et en 
tenant compte des premieres relalions (92.), 

! (--) - 

( ( <>> G}- o, Gl ) + (J£) f [yl, M-^MS)4 ^(«^?- «^0+4i(tM«-*O]. 
Or, des egaliles (»2.) 

on conclut, en eliminanl alternativcment <, 4', «5: 



(93.) 



i4,( a ,x:-a,«:)+^(a,»:-a,«;)+^ g («,«;-a t <) _ _ 



D'apres cela, eu egard ä la 3 W des relalions (92.), la valeur de 
devient 

(«•> (^-wf^+^x+^+^-^J- 

Mais les 1*" des relations (92.) et HdenÜte (12.) §. I. donnent encore 

i*ai+*ai+*G = o, 

d'oü Ton conclut 

(95.) aSrag = <^:-v?r = «.g:-«,g: = ,/ 

D'un autre cöte, ei, dans les eqoations (16.), on fait r = 1, 2, 3, pois x, = x" 
qu'on ajonte apres avoir mulliplie respectivement par m 1 , 1 , »*,', en tenant 
compte des identites (7.) et des 1*"* relations (92.), on trouve 

egalite qui, d'apres les identites (8.) et les i*" des relations (92.), devient: 
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ou enfin 

En vertu des relations (96.) et (95.), la valeur (94.) de (~) sera en definitive 

(£). = 

D'apres cela, le plan langent au cöne F(x t ,x...x s )=0 suivant l'arete {x';.x",x'l) sera 

les deux cöne9 *»,a?j) et *(x n a?,, se touchent donc suivant cette 

arete; par consequenl, ils n'auront plus en commun que [m(3m — 5)— 2] 
autres aretes. 

De lä nous concluons que 
Une droite, dirigee tfune moniere quelcottque datu le plan asymptote 

(P) Xl ttl+x,tt! + x 3 $+tf>" = 0 

correspondant ä une arite d'inßexion du cöne de* directions asymptotiques, 
rencontre la surface cuymptote en deux pomts coincidents sur la droite a 
Vinfini siluee dant le plan (P); le plan (P) touche donc la deteloppable 
asymptote tont le long de la droite ä Cinpni 

xX+x^+x^+tiT^o, t = o. 

J'ajoute que cette droite ä finfini nett pas, en general, une droite double de 
la »urface asymptote. 

Car, pour qu'il eu füt aiusi, il faudrait quune droite quelconque pa- 
rallele au plan (P) (et non pas seulement situee dans le plan P) renconlrat 
la surface en deux points coincidents. Or, dans cette hypothese, la 3'"" des 
relations (92.) n'aurait plus Heu; et, eu egard aux relations (93.) et (95.), 
la valeur (L) de prendrait la forme 

Les conslantes .4,, A> etant completement arbitraires, le second rnembre 
ne peut pas se reduire ä son premier terme, puisque les u. ne sont pas nuls. 

36. Remarque. Dans une analyse precedenle n" 29., 30. et 31. 
nous avons admis, pour tirer nos conclusions, que la generatrice (d) de la 
surface asymptote, correspondant u une arete d'inflexion, se trouvait ä Finfini; 
cest, en effet, le cas general. Mais il peut arriver, dans des circonslances 

30» 
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toul — ä — fait parliculieres, que Im generatrice (J), tout cn re>lant parallele ä la 
direction asymplolique considereo (xf. x", xj) et dans le plan asymptote (/*) 
correspondant a cette direction, se trvuve ä distance finie. 

Dans le cas general, nous avons pu conclure que le plan (P) etait 
langent ä la surface asymplote toul le long d'une droite ä finfini situee dans 
ce plan; et. par suile. une droite quelconque parallele ä ee plan fern une 
direction asymptotique de la surface asymptote, puisque cette droite passe par 
un point a l'infini situe sur la surface asymplote. 

Mais, dans le cas exceptiunnel 011 la generatrice (<?) est ä distance 
finie, le plan (P) ne louche plus In surface asymptote qu'au point ä l'infini 
situe sur la generatrice [d*;: et, par suite, il n'y a pas d'autre direction 
asymptotique que l'arete d'inflexion correspondante [x"< x£, xj). 

Si nous considerons les equations (10.) $. I. d'une generatrice ((J) de 
la surface asymplote, 

oii voit que, pour une Solution (a£,a#,x") du Systeme 

H(x, , x, , x s ) — 0, «(x, . Xj. Xj) — 0, 
les equations preccdentes donneront une droite a l'infini, tant qu'une des 
quanlites x',', xV, x 1 ,' ne sera pas nulle. 

Si Ton suppose, par exemple. x','=0. les equations preccdentes donneraient 
une droite a distance finie, si les fonctions H, C M G,. 0, etaienl de la forme 

// = H'xi , G\ = G, x„ G, = G^, G, = G>, ; 
et alors, anx are4es d'inflexion fournies par les equations 

x, bs 0, »(.r M x,, 0) = 0, 
correspondraient, sur la surface asymptote, les m generatrices a distance finie 

ÄXj + GV'Z-O, 
x, «V + Xt d\ f Xj «g + tv" 0 ; 

equations dans lesquelles l'indice 0 indique la Substitution des valeurs x, = xV, 

x, = xy, x, = 0. 

Denxifme cas. Aretes doubles. 
37. Nous allons etudier, au raeme point de vue, les aretes doubles 
du cöne U(X, , j- . r. Remarquons neanmoins que la presence des aretes 
doubles est un fait particulier, eile n a pas Heu dans lu cas general. 
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Supposons que (a/, 1 , xV, Xj 1 ) m>H nue nrele double ordinaire du cöne 
«ix,. a?j, äs,); los relations du n". 15 seront applicables ä ce cas. 

Cherchons l'inlersection de la surface asyroptote par une drohe quä- 
conque parallele ä Tarete (x'\ x 1 .'. x"r. le nombre des poinls d'intersection scra 
egal au nomlire des areles commune.« aux deux cönes (87.) c. ä. d. F, et «. 

L'equation (87.) est evidemmenl verißee lorsqu'on y suppose x, = x",, 
x, = xl. x, -- x"; les deux cönes Olli donc en commun faröte ix".x'j.x'l). 

Eu egard aux relations (35. ), l»*s valeurs (15.) des (i r prennent la forme 

(97.) G, *= 1, im -1 ; ©", et Ä, = u>x?. 

Par suile. les E t (88.) sont nuls; et alors d'apres (34. \ les formules (89.) 
donnent 

cg) = 

donc Parkte consideree est aussi double pour le cöne F,(x,, x,* x>) =0. 

~d7dx~) (P our 

x, = x?) se reduisenl a 

Or, dapres (35.), les valeurs (16.) deviennent 

On aura donc, par exemple, en se rappelanl que l r = u)x% 

Si maintenant, on tient compte des relations (39.), on eonclura de la : 

(&>. - o, 

ainsi 

( /f-) - o. 

v dx.aXj /» 

L'arete (x?, xj, xl) est donc une aröte Iriple pour le cöne Fix,, x 2 , x,) = 0; 
eile est, en meme lenips, une Breie double pour le cöne i^x, , x a , x,) = 0. 
Par consequent 
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Let deux cönes (87.) F, et u ont en commutt tix arttes comcidant 
o*ec farete 4, «*)■ 

38. D'apres les calculs faits dans le n°. 29, on a coacln qu'une droite 
tont-ä-fait arbitraire rencontrait la surface asymptole en deax points a Fta- 
fini. et, par suite, le plan a l'infini fait partie de la surface; c. a. d. qoe 
l'ordre de la surface asymplole se trouve diroinue de deux unites, si Ton fait 
abstraction dn plan ä l'infini. 

Or, il'resulte du calcul precedent qu'une droite quelconque parallele ä 
farite double >, . x?, x',') rencontre la surface asymptole en fix points ä l'in- 
fini; et, si Ion fait abstraction du plan ä l'infini qui donne deux points pour 
une droite quelconque, on en conclut que 

Urne droite quelconque parallele ä Partie double (*'/, x?, du c6ue 
U (x, , x, , Xj) rencontre la tur face asymptole en quälte pohUt coincidentt ä 
Onfim; le point ä tinfini correspoudant ezl dorne um point quadruple pour 
la surface asymptote. 

39. Lorsque l'arete (x?.x",x',') est une arele double du cöne w(x,,X},x,), 
nous avons vu n°. 29 que. si Ton cherche les intersections de la surface 
asymptole avec une droite lout-ä-fail arbitraire, les deux cönes F(x,,x,,x,) 
et «(x,,x„x,) (30.) ont en common deux aretes coincidant avec la genera- 
trice (xV,x",xy); car cette droite est une arete double pour le cöne «(x,,!,,!,) 
et simple pour le cöne f\'x,, x„ x,). Nous allons maintenant etudier le cas oü 
la droite est parallele ä Tun des plan» tangerttt au cöne «(x,, x,, x,). 

Nous completerons d'abord l'analyse du n°. 29, en calcnlant, pour ce 
cas, les valeurs des (32.). 

D'apres les valeurs (96.) et (97 ), et la relation i r = ojx", on a, par 
exemple, 

(£X - 8*ti«.(*T^—k-^-)l-<— D-^mT-h»*, 

et, si l'on a egard aux relalions (39.), on trouvera, apres quelques reduetions 
faciles: 

((H7). = (•-i)W(^^-«,j?), 
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Considerons maintenant fequation des plans tanjents au cöne »(x h r„f,J 
suivant l'arete double (x?, xi', asj), cette equation est 

L 'equation du plan tangent au cöne F ou (30.) suivant cette meme arete est 

).+'.(£).+*(£). - • 

ou, d'apres les valeurs (99.): 

(T) x l (a i x>i-a l xV+x 1 (a l j-'i-a J J , l) + x } (a,xr--*i* i l} = 0. 
Or. si I on suppose la droite (29.) parallele ä un des plans Q, le plan tan- 
gent au cöne F(x,, x 2 , ./-,) suivant l'arete «gj se confondra avec 
ce plan Q. 

En effet, eu egard aux relalions (35.), Tequation des plans (Jpeut s'ecrire 

Considerons, par exemple, le plan 

WO -t«vH4+4t^)*+(4-4l^)*. = 0; 
et supposons que la droite de direclion o, , o. soit parallele ä ce plan; 
on aura 

on a, en outre. 

puiaque l'arete (x?, x^, x'l) est une aröte double. 

Cea deux dernieres egalites pourront secrire: 

a,a4', + = ^(aix^-chxS), 

«JA+«5aft+«5»4 - o. 

La Substitution de cea valeurs dans l'eqoation du plan ((>') ooado.it preoisement 
ä I' equation du plan (T). 

Donc le plan tangent au cöne Fff,,^,/,) se confond avec an des 
plans tangenls an cöne «(Xj.x^x,) suivant l'arete double (xj, Par 
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coiisequenl. puur une droite quelconque «,.a parallele ä Tun des plana 
Q , ces deux cönes ont au moius en commun Irois aretes coincidanl avec 
l'arete double (x;', x',', xj). Delä noue concluons que: 

Une droite quelconque, parallele a Tun des plans tangents suivant 
l'arete double (x?, x?, •#•',') , renconlre la surface asymptote au moins eu un 
point ä l'infini, si Ton fait abstraction des deux points situes sur le plan ä l'in- 
fini qui appartient ä la surface. 

Don< , lorsque le cöne »(x, , x,, x 2 ) ou tf> m possede une arite double, 
les droite* parallele« aux plana tangent* ä ce cöne suivant t arete double sonl 
des direetion* usymptotique* de la *ur face asymptote; eette mir face doit, par 
*mte . contenir ä finfini deux droite* respectivement tiluee* dam de* plan* 
paralleles aux plan* tangent* suivant fartte double. 

Troisiemc Cas. Aretes de rebroussement. 
40. Supposons maintenant que (x',', xj, x',') soit une arete double de 
rebroussement du cöne «i(x, , x 7 , x } ) ; les relations du n°. 18 sonl applicables 
ä ce cas. 

Cherchons l'intersection de la surface asymptote par une droite quel- 
conque parallele ä l'arete (x',', x", j ,'); le nombre des points d'inlersection 
sera egal au nombre des aretes communes aux deux cönes (87.) c a. d. F, et u. 

L'equation (87.) est evidemment verifiee lorsqu'on y suppose x,= x?, 
Xj = a-l, x, = xj; les deux cönes ont donc en commun l'arete (x^,x?, x?). 

En tenant compte des relations (45.), (53.), (53 hi V) les formules (15.) 
et (16.) donnent 

( m = o, 

{m) \fMr\ 



V 



X - ==I** 



Ün conclut alors des equations (87.), (88.), (89.), en y introduisant les hypo- 
theses x, = x?, 

K - 0; 

(£). - * 

donc l'arete consideree est aussi double pour le cöne F t (x„ x,, x 3 ) == 0. 

Eu egard aux relations (100.), 49. J et (53 b, \) les equaüons (90.) donnent 



( dx.öx, X ~ 0 



dx, öx, 

La generalrice (x?, x?,x5) est donc une arete triple pour le cöne F,(x,,x,,x,) = 0. 
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Enfin, dans l'hypothese actuelle, la valeur (91.) de d s F l se reduit a 
( gg = ( gft . P*. ■ fEj \ . 

et, en faisant usage des notations (55.), on tronve facilemenl: 

D'apres cette valeur, Pequation des trois plans tangents au cöne f\ (x, . j- 2 , x s ) 
suivant l'areie triple (x', J , x£, x'i) sera 

(102.) 8^*/^[^.(^*+^c+^)i = 0 

A l'aide des relations etablies daus le n°. 18, on peut arriver ä transformer 
le premier membre de cette equation et a metlre en evidence le factear 

(*i#i + *t«i+*j^j)% 
lequel, egale ä zero, donne precisement les deux plans tangents confondus au 
oöne «(x„x,,x,) suivant l'ardte de rebroussement (x?, x", x'i). On peut aussi 
verifier le fait, et cela tres- rapid ement, en prenant l'arete de rebroussement 
pour un des axes de coordonnees el le plan tangent de rebroussement pour 
un des plans coordonnes; je supprimerai les details de cette verification. 

Donc l'aröte (x", x", x°) est triple pour le cöne F, et double pour le 
cöne «; en outre, deux des plans tangents au cöne F 4 coincident avec les 
deux plans tangents au cöne u; nous couclurons de la que: Les deux cöne* (87.) 
F, el u onl en commun huit arites coincidant aeec la generatrice (xf, xi', x'i). 

41. D'apres les calculs faits dans le n°. 30, on a conclu qu'une droite 
toul-ä-fait arbüraire rencontrait la surface asymptote en quatre points a 
l'infini; et, par suite, le plan ä l'infini fait partie de la surface; c. ä. d. que 
f ordre de la surface asymptote se trouve diminue de quatre unites, si Ton 
fall abstracüon du plan ä l'infini. 

Or, il resulte du calcul precedent qu'une droite quelconque parallele ä 
tartle de rebroussement (x!,x||,iS) rencontre la surface asymptote en huit 
points ä l'infini; et, si l'on fait abstracüon du plan ä l'infini qui dopne quatre 
points pour une droite quelconque, on en conclut que 

Une droUe quelconque parallele ä FarSte de rebroussement (x?, a£, x?) 
du cöne «(x 1 ,x 2 ,x ] ) rencontre la surface asymptote en quatre points coim- 
cidents ä linflni; le point ä Onfini correspondant est donc un pomt quadruple 
pour la surface asymptote. 

Jonnuü für M*tl>«m«Uk Bd. LXV. Heft 8. 31 
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42. Lorsque Tarete (x", x?, x*,') est une arete de rebroussement du cdne 

*(x,, x 3 , Xj), no us avons vu [n°. 30] que, si l'on cherche les inlersections dela 

surface par une droit e tout-ä- foit arbilraire, les deux cönes (30.) F(x,,x,,x,) 

et »(x,,x,,x,) ont en commun qaalre aretes coincidant avec la generalrice 

(xy,xi , ,x , J '), car cetle droite est une arete double pour les deux eönes 

F(x n x 2 , Xi) et «(x„x,,x,). Nous allons maintenant etudicr le cas oü la 

droite ett parallele au plan de rebrouuetneut du cdne «(x M Xj, x,) = 0. 

Nous completerons d'abord lanalyse du n 30 en calcutant, pour ce 
3*F 

cas, les valeurs des (33.). 

D'apres les relations (49.), (50.), (21.), (45.), (53.), (53 w \) et (55.), 
les equations (33.) donnent 

( 103 -> (sB^X = «.(^.^)o+^(^ i )o+a,(ie.^) 0 -(^+^) / 

Representons respecüvement par M? y M?, Mf t M? y Mi 1 , Jf r n , les valeurs 
des rapports egaux dans les relations (56.) et (56 b ".) ; puis remplacons les K, 

par leurs valeurs expriroees ä Paide des M r . Pour calculer -^j-, par exemple. 
reroarquons qu on a d'apres cette nouvelle Dotation 

on a en outre, d'apres (31.), (16.), (53.) et (53 b '\) 

La Substitution de ces valeurs dans I egalite (103.), on l'on fera i=j, conduit a 
l = («,y.+ a J l/ 1 +a3^^^ , -2^^e u .^(« a x»-03xi'); 

(104) (^), Ä (^+^^)i«W~a-^E?^^C*«S--*«Öj 

les deux autres valeurs s'oblenant par un calcul semblablc. 

En se servanl des meines relations et des meines foraules on trouvera 

encore: 
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( g; ) m 

V c?x, 6x, 



Considerons maintenant fequation du plan langen! au cöne ■(*,, x„ x,) suivant 
l'artte de rebroassement (*?,*?, ag)j cetle equotion est 

(Ä) g t * t +s»B*+8»*» = 0. 
L'equation des plaas tangents au cöne F ou (30.) suivant cetle meine orete*st 

oa d'apres les valenrs (104.) et (104 bU .) 
en posanl 

Yi — o,xS— OjX?, 
(105.) y, = 

y s = a,x?-a,x?. 

Or si Ton suppose la droit e (29.) parallele au plan Ii . un des plana tangents 
(T) au cöne F(x,,x,,x,) suivant l'arete (x',', x?, x 1 ,') se confondra avec le 
plan (ß). 

En effet. la droite de direction (a,,a, - o, devant etre parallele au 
plan (Ä), on anra 

(106.) a^+a^+a.g, = 0; 

31 • 
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on a en outre, d'apres (48.), 

D'oü Ton conclut. en eliminant alternativement les g t : 

(107.) 2l = 2l=,A. 
v 9, 9t *. 

Eu egard aux relations (106.) et (107.), i equation des plans T devient: 

equation qui peat s'ecrire 

N *i x t J i ' 

Donc un des plans tangents aa cöne f^x, , x,,x,) se confond avec le plan 
langent de rebroussement an cöne «(x,, x,, x 3 ) suiyant l'nrete (x',', x?, x 1 ,') 
Par consequent, poor une droite quelconque parallele au plan de rebroussement 
(Ä), ces deux cönes ont en commun au moins cinq aröles coincidant avec 
larete double (x?, X?, x^). De lä nous concluons que: 

Une droite quelconque parallele au plan tangent de rebroussement ren- 
contre la surface asyroptote au moins en un poinl ä Tinfini, si Ton fait abstraction 
des quatre points situes sur le plan ä l'infini qui appartient a la surface. 

Donc, lorsque le cöne w(x, , x 2 ,Xj) oh tp m possede une arete double, 
le* droites paralleles au plan tangent de rebroussement sont des directions 
asymptotiques de la surface asymptote; cette surface doit, par suite, contenir 
ä finfini une double droite dans un plan parallele au plan tangent de re- 

Resome. 

43. Donc, en definitive, les directions asymptotiques de la surface 
asymptote sont 

1°. Les generatrices du cöne m(x,, x, . x, ) ou <p m (x, y, »); 
2°. Des droites quelconques paralleles aux plans tangents d'inflexion du 
cöne <p m ; 

3*. Des droites quelconques paralleles aux plans tangents suivant les 
aretes doubles, lorsque le cöne ip m possede de telles aretes. 
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§ IV. 

des termes de degre N et (iV— 1) dans 
l'equation de la surface asymptote. 

Nous reprendrons, dans ce dernier paragraphe, les 
avions adoptees dans la premiere partie. 



P. Recherche des termes de degre* JV et 
44. Pour determiner la forme des termes du degre le plus eleve 
l'equation de la surface asymptote, nous nous placerons dans le cas le plus 
general; c. a. d. que nous supposerons que la surface U n'a pas de points 
doubles ä l'infini; de plus, nous admeltrons que le cöne <p m {x f y,i) n'a pas 
d'arötes doubles, et que les generatrices (<T) correspondant ä ses aretes d'in- 
flexion sont toutes ä l'infini. 

Nous savons que le degre de la developpable asymptote est, dans le 
cas general, 

(1.) JV = m(3»-5) 
Or nous connaissons les directions asymptotiques, qui sont d'abord les genera- 
trices du cöne <p m des directions asymptotiques; par consequent, les termes 
du degre le plus eleve en x, y, *, dans l'equation de la surface asymptote 
doivent contenir comme facteur la fonction (p m (x, y, *). 

Nous savons, en second Heu, qu'il y a rar la surface asymptote 
3m(m-2) droites ä l'infini, lesquelles sont les intersections du plan ä l'infini 
avec les 3m(w-2) plans asymptotes respectivement paralleles aux plans d'in- 
flexion du cöne des directions asymptotiques [n e \ 34 et 35]. Ainsi, la droite 

JL = JL = ±. 
a b c 

etant une arete d'inflexion du cöne (p m (x, y, »), la surface asymptote contiendra 
la droite a l'infini 

t = 0. 

Par consequent, les termes du degre le plus eleve dans requation de la sur- 
face asymptote contiendront [n°. 10, 1** partie] en facteur la fonction lineaire 

et ainsi des aulres 
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Dono, en designant par " .-. ,,. ; le produit des premiers 
des equations des 3»(m-2) plana d'inflexion du cöne y.(x,y,a), les 
du degre le plus eleve, dans requation de la surface asymptote, devroi 
lenir en facteur l'expression 

V „(x,y, *).*(*,$, »); 
mais cette expression est da degre [m-f 3m(m— 2)] ou A, eile constitae done 
l'ensemble des termes da degre le plus eleve dans lequaiion de la surface 
asymptote. 

Ainsi, en designant par (a 0 6,,e 4 ) les Solutions des deux equations 

'Pm(a, b, c) = 0, 
d'y« ©V- 

da* dacto 



(«.) 



ff = 



d'rp m d'<y, o'y, 

ob da db % ab de 

6 , <p m d t </> m d'<p m 

6c ca öccb ör' 



= 0; 



puls, posant 

w a-fc, o-fc. 

1'expression $ x,y, s sera den nie par Pegalile 

1 ; ( oü p = 3»(m-2). 

La foncüon 0(x # .f,a) pourra s'obtenir en eliminant a, 6, c entre les deux 
equations (2.) et la solvente 

L'equation de ta surface asymptote ,/ sera donc de la forme 

(6.) (J) 9(<h9,»)+$*Qh9B»Wtx(*,h»)+"' = <>* 

en posant 

(7.) ff (x, y, %) = <p m (x, y, ») . 0(x, f, *) ; . 

la fonetion </ x. y, s est homogene et du degre A. 

45. Les direettoos asymploliques de la surface J sunt, outre les 
generalrices du cöne y,»), des droites quelconques paralleles aux dif- 

ferents plans taogents d'inflexion du cdne y m ; et, en outre, U resulte de la 
conclusion du n°. 35 que, si l'on constdere une droile quelconque parallele 
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an plan tangent d'inflexion 

le plan asymptote de Ja surface J sera. quelle que soit la direclion de la 
droite, le plan asymptote de la surface U correspondant ä la direclion asympto- 
tique (a 0 6 0 cj, savoir 

Celle remarque va nous servir pour determiner ia forme de la fonction if>(x, y,*). 

46. Soil d'abord («,/?, y) une direclion asympiotique du cone y-foy,*), 
c. ä. d. que 

(8.) <p m (a,ft,r) - o. 
Cette droite est aussi une direclion asymptotique de la surface ./, et le plan 
louchanl la surface ./ au poinl ä l'infini sur ( «. /?, y) , oa le plan asymptote 
de J, n'est aulre que le plan asymptote de ia surface 17 correspondant ä lä 
direclion (et, ft, y), c. ä. d. 

Exprimons que le plan asymptote de la surface J (6.) et correspondant a 
Y\ savoir 

coincide avec le plan (9.), quelles que soient les valears de a, ß, y, satis- 
faisant ä la relation (8.). 

Or, d'apres la definition (7.) de y 

ff = *(*»jr,»)^=- + *.(*,f,*)|j-. 
d'ou Ton conclui, eu egard a la relalion (8.): 

2-*(".Ä?)#. $««<«.Ar)4fr. |-«(«.Ar)^- 

Le plan asymptote de la surface J. correspondant a (a,ß,y). a donc pour equation: 
da 9 dß T d(a,ß, r ) 



W 
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( "t plan doit coincider avec le plan (9.), c. ä. d. que, pour toutes les valeurs 
de a, ß, y qui verifient la relalion (8.), on doit avoir 

ß> r) ■ ß> r) ■ v— i («» ß> r)- 

Cn d'autres termes, si nous considerons les deux cönes 

9>-(*,y,*) = o, 

V (*> 9, *) - 6 (*> y, *) • V— i {x, y, s) = 0, 
toutes les ardtes du 1" cöne doivent ötre situees sur le second; ce qui exige 
qu'on ait fidentite 

(Ii.) v *> y> ») = 9> *) y— i ( x , y, ») + v- ») y, *), 

K(«, y, s f-tufit uno Tonction indeterminee homogene et du degre [3m(m— 2)— 1]. 

47. Pour delerniiner la fonction V{x, y, »), nous nous appuierons sur 
la remarque du n°. 45, c. ä. d. que nous exprimerons que, pour une direction 
asymptotique quelconque parallele au plan d'inflexion 

le plan asymptote correspondant de la surface J se confond, quelle que soit 
l'orientation de la droite consideree, avec le plan 



' ou A,x-{-B,fi-\-C,*-\-i<p m _ l (a t ,b tt c i ) = 0; 

et cela pour les 3»(m-2) Solutions (o„ b lf e t ) des equations (12.). Comme 
nous favons diu cette propriete resulte des calculs du n°. 35 oü Ton a 
demontre que le plan (P t ) est tangent ä la surface asymptote tout le long de 
la droite ä 1'infini 

4x+4y + <U=0, * = 0. 
Soit alors une direction asymptotique (a, ß, y) parallele au plan 

4*+£,y+C.« = 0, 

de sorle qu'on a la relation 

(12.) A t a+B i ß+C i y = 0 
Nous representerons par 0,(x,y, a) le produit de tous les facteurs (A,x+B,y+C,i), 
(^,x+ß,y-f C»), . . . ä l'exception du facteur (AiX+B t $ +C,»), c. ä. d. que 



(13.) 



ou #(*,f,fj) = (ii*+^f+Q»)^(*,f,»). 



Digitized by Google 



Painvin, potnts ä Finfini iw U* surfucet algHtriquet 



245 



D'apres cetle notalion, nous aurons 
etc. etc. 

d'oü nous conclarons, en ayant egard a la relation (12.): 

= A.*.(«, Ar). ?.(«,/?,?); 

-§|- = B t A{*ß 9 y).vJ*,ß>r)\ 

et, d'apres l'idenlile (11.): 

le plan asymptole de la surface a donc pour equation 

Pour que ce plan co meide avec le plan (P 4 ), il faut qu'on ail 

(14.) F(«, /?, y) = tf,(a, ß, y) . tp^a., b if c); 

cetle egalite doit avoir lieu pour toutes les yaleurs de er, ß , y qui salisfont 
ä la relation unique 

(12.) aAt+ßBt+rZ = 0; 
et eile doit avoir lieu aussi pour toutes les 3m m 2 Solutions (a if b, t e,). 
Or, nous ecrivons la fonetion V(x, y, %) sous la forme suivante 

+'{*>*>*) = 

# i-6i(x, y, *)y_,(<ii, 6,, cJ + Kt.ß^x, y, »^^.(a,, 6„ c)-f ••• 
... + /r j .« 4 (x,y, *)9m-*{*i»ti, c,) + -+A,.0,(*, y, c p ) 

+ T{x i y ) »), 

les A', elant des constanles arbitraires; les 6 ( elanl definies par les egalites 
(13.); les {a it b iy c t ) ayant la significalion deja plusieurs fois indiquee; T(x, y,t) 
etant une fonetion du meme degre que V o. a. d. du degre (p—i) (p elanl egal 
ä 3m («— 2)) et jooissant de la propriete de s'annuler pour toutes les valeurs 
possibles de a, ß, y, qui satisfont ä une qaelconque des relations (12.). 

Pour une Solution quelconque de la relation (12.), les fonetions 0,, 
0„ ... ... 0„ qui contiennent (A ( x + B,y+ C t ») en facleur, 
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sannulent lorsqu'on y faH x - a, y = /?,* = y; et, corome, par Hypothese, 
T(a,ß,r) e » 1 a »* si »«He* '« fonction K ou (15.) se reduit a 

la relalion (14.) et toutes les conditions imposees seront alors verifiees 
en supposant les constantes #f, egales ä l'unite. Quant a Ia fonction T(x,y,z), 
eile est identiquement nulle; car les conditions imposees a cette fonction 
reviennent a dire que le cöne T(x, y, a) = 0 doit passer par toutes les droites 
siluees dans un quelconque des plans 

y! l a:+ß 1 y-l-C l * = 0, A t x + B t t + C,* = 0, ... A,x+B,g + C,a = 0; 

ce qui exige que la fonction T x, y, s) conlienne comme facteurs toutes les 
fonctions lineaires (A,x + B,y + CiS) dont le nombre est 3m(m— 2); or la 
fonction T(x, y, t) est du degre [3«i(m— 2)— 1]; donc eile est identique- 
ment nulle. 

On pourrait aussi determiner la fonction V en cherchant a verifier 
successivement les relations fournies par les egalites (14.) et (12.) dans les- 
quelles on ferait i=t, 2, 3, ... p; on retrouverait ainsi la forme (15.); 
c'est donc la forme la plus generale satisfaisant aux conditions imposees. 

48. Lequation de la developpable asymptote etant mise sous la forme 

(16.) »(<P,jr,«Hiy{»,f,»)+^*(«,f, «)+••• = o, 

les fonctions <p et \f> sont donc connues; et Ton a 

V(x,y,») = (p^ l (x,y,*).0{x,y,*)+<p m (x,y,*)[^ 



(17.) 



dans ces expressions, (a t , b it c<) designe une Solution quelconque des equations 
(2.); le nombre p est egal ä 3m («— 2); et enfin, od a pose 



(18.) 



49. Nous allons reprendre snr cette equalion definitive l'etude des 
points a Tinfini de la surface asymptote; nous rappellerons ainsi, en les con- 
firmant, les proprietes dejä etablies directement. 



Digitized by Google 



(19.) 



Paimin, pcMi i rinfini rar 
Ecrivons d'abord les derivees partielles des fonclions tp et if>: 
!»(», », ») = fJx, », «) • », ») - 
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dx % 



d 
dx 



dq> m } d'fl, 



axoy 



(22.) v(*/y;») = i(*,ir,»)*(*,»i«)+y-(*»f,»)[-£ *.foy,*)v— «.)] 



(23.) 



1°. Soit nne direction asymptolique apparteoant ao cöne 
Si (a,ß,y) est )a direction consideree, on devra avoir 

(19.), (20.) et (22.) 
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pour l'equation da plan asymplote correspondant de la developpable J 

ce plan coincide avec le plan asymplote de la surface U relatif a la 
direclion asymptotique. 

11°. Soit une direction asymptotique parallele a 

une arete d'inflexion du cöne (p m (x,y,»). 

Dans cette hypolhese, od a 

|y.(a ( ,6 o c 4 ) = 0, oa ^+6^+^ = 0; 

U(«,,6„c)«0, 0,(^,6,, c< )^0. 
Les equations (20.) donnent alora 

l«7 = 0 ' Ia7 = 0 » ^ = 0 ' V(*,^) = 0; 

c. ä. d. que le point a l'infini = = , / = 0) est an point double pour 
la surface asymptote. 

L'equation du cyHndre asymptote correspondant est (§. II, 1*** partie) 



(24.) 



,25.) 



= 0. 



Si, dans cette equation, on rem place a, ß, y par o,, 6„ c i} et qu'on calcule 
les coefficients a leide des formules (21.) et (23.) en tenant compte des re- 
lations (24.)» on trouve 

I = 0; 

le cyündre asymptote se compose de deux plans paralleles. Le point double 
est dono an point de rebroussement conique dont Taxe de rebroussement est 
la droite a l'infini 

*^ + ^ + »^+'*-->(*>*<>*> = 0 > < = 0 - 
Ainsl la mrface atymptote J pouede dejä 3»(e»-2) point* double* ä 

/'im £m4 /riii'/f j^mI gl Mm et / • .im i Jimii / i+fini/imu* fin&jf /'äT*^ 09 i rt I ' t n 

• • Ww §w vw w ^ " ~ W v \ 9 ¥ • 14 l 9 1 l l"lv 1# V • ' F V '^wr^m t, ■ *^ V »• • *- V *y äa^äj aV *• W 9 ä^PeUJ^P »-*^P w> w W * 

fimi parallele a la generatrice fimflexion 



Digitized by Google 



Painrin, points ä tinfini ntr les sur facti algibriqut*. 

HI". Soit une direction asymptotiqoe (a, ß, y) parallele a 
l'un des plans d'inflexion. 

Supposoos la droite {«, |9, y) parallele au plan 

*%+»%+»^ = * 

on aura donc les relations 

( 27 0 d'oü 

'*(«,Ay) = 0 et 4(a,/J,y)^0. 
On trouve pour le plan asymplote de la sarface f 

et cela, quelle que soit la direction (a,ß,y) parallele an plan considere. Ainsi 
La turface atymptole pottede ä linfmi 3m(m-2) droite»; pour chacune 

(feilet, le plan tangent en un point quelconque rette fixe et coincide aeec le 

plan atymptote de la nur face U eorrespondant ä farite d'inflexion ä laqueUe 

est parallele la droite ä Pinfini contiderie. 

IV. Soit une direction asymplotique (a,/9,y) parallele ä une 

des intersections du cöne gp.(x, y, a avec ses plans d'inflexion. 
Chaque plan d'inflexion 

par exemple, coupe le cöne y„(ar,y,») suivant m droites, dont trois coin- 
cident avec l'arete d'inflexion (a ( , b if c t ); il en reste (m-3) autres qui donnen 
autant de points a l'infini dont nous allons eludier les proprietes. 
Soit (a,/?,y) une de ces intersections; on aura alors 

d'oü 

*(«,/?, y) = 0; $ ( (a,ß, r )^0. 
Les equations (20.) et (22.) donnent d'abord 

donc ces points ä l'infini sont des pointt doublet. 



(28.) 



(29.) 
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En tenant comple des relations (28.), on trouvera pour l'eqnation du 
cylindre asymptote 

c'est u n cylindre proprement dit dont les plans asyniptotes sont, l'on le plan 
asymptote de la surface U correspondant ä la generatrice d'inflexion (a,, b t , c,), 
et lautre le plan asymptote de la surface U correspondant a Tarnte (et, ß, y) 
situee dans le plan d'inflexion. 

Ainsi, sur chacune des 3m (m- 2) droites que la surface asymptote 
possede ä rinfini, il y a (m-2) points double*, dont un est un point de re- 
broussement conique pour lequel Faxe est ä rinfini. Par consequent, la surface 
asymptote possede dejä 

3m(m-2f 

points doubles d finfini, parmi lesquels il y a 3m(m— 2) points de rebroussememt. 

V°. Soil une direction asymptoliqne (a, ß, y) parallele a 
l'une des intersections des plans tangents d'inflexion entre eux. 

Soil {a,ß*y) une de ces intersections; on aura, par exemple: 



(30.) 



(31.) 



Les equations (20.) et (22.) donnent 

£ = °< W = 0 > £ = 0i *M>f>-* 

donc les points ä TinAm correspondants sont des points doubles. 

En tenant comple des relations (30.), oq trouvera pour l'equaiion du 
cylindre asymptote 

[^+»^+'^-; + '*-(«" t " c ')][^+*^+' a ^ +/ *-("- 4 " <! ''] 

c'est un cylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont les plans 
asymptotes de la surface V correspondant aux arötes d'inflexion o,, b„ c,), 
{a n b it c,). 
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Or, le nombre des plans d'inflexion etant 3m(m-2), le 
leurs inlersections c. ä. d. le nombre des droites actuelles (et, ß, <y) sera 

3„(m-2) [3m(w _ 2) _ 13; 

ce qui donne autant de nouveaux poiats doables. 

TbeoretDe. Donc, en definitive, la turface atymptote pottede, en tont, 

3»(»-2)r3»(»-2)-IJ +3w(w _ 2) , _ 8»r>-2) [3w ,_ 4w _ 5] 

pomls doublet, parmi letquelt Ü y a 3w (»— 2) pointt de rebrouttement. Sur 
chacune des 3»(m-2) drohet gi*e la turface atymptote pottede ä rinfini, ily a 

pointt doublet, dont un est un pomi de rebrouttement. 

50. Noas signalerons encore la propriete suivaute: 

La surface proposee U etant de degre m, la surface asymptote est, 
en general, dn degre n»(3m — 5); ces den* surfaces se eonpent donc suivant 
une courbe gauche de l'ordre m*(3»— 5). 

Or 

(1*0 t/=y.+/y— = 0, 

Retranchons de la seconde equalion la 1*" mullipliee par 6, et divisons par 
t, il vient 

(3°.) ^ = r tf 4 (x,y, o<, ifc)]+'Dt-9^-fl+^— 

Retranchons encore de cette derniere equation la 1 ' r * mullipliee par JL'Ö/ J r 1 „_ 1 (a ( ,6„c,), 
on tronve, apres avoir divise par /, 

(4-.) ^•«-•fWa-f^.i*,(^f,»)«W^(^A,^+<H+^-)+--0. 
Or la surface est dn degre [w(3m-5)-2] on (w-2)(3m + l); donc 

La courbe cTintersectiott de la turface U et de la developpable asymptote. 
laquelle courbe est de l ordre w'(3m— 5), te troute tur une turface de t ordre 
(m- 2) (3» 4-1). 

51. Reraarque. 

T >us les calculs et consequences developpes depnis le n°. 44 jusqu'au 
n 6 .51 ont ete etablis dans l'hypothese oü le cöne Qj„r>, j,a) n'a pas d'aretes 
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Supposotu que le cöne <p m (x, y, *) ait une artte double ordinaire. 
tfous savons que, dans ce cas, l'ordre de la surface asymplote se trouve 
diminue de deux unites [n°. 29], il est, par suite, egal ä 

[m(3m-5)-2]. 

Les directions asymptotiques sont alors: 1°. les generalrices du cöne <p m ; 
2°. les droites paralleles aux plans d'inflexion restants; 3°. les droites paralleles 
aux plans toucbant le cöne <p m snivant Tarnte double en quesüon [n°. 39]. 

Mais la presence d'une aröte double diminue de rix unites le nombre 
des aretes d'inflexion; par consequent, la fonction ff(x,y, *) correspondant 
aux plans d'inflexion restants sera ici du degre [3m(m-2)-6], la fonction 

<p-(x,y, *)-ff(*,y, ») 

est donc du degre [m+3m(m-2)-6] ou [m(3m-5)-6]; par suite, les 
premiers membres des equations des plans tangents P et Q suivant l'aröte 
double devront entrer respectivement au second degre. De sorte que l'en- 
semble des termes du degre le plus eleve pour la surface asymptote sera, 
dans le cas actuel, 

{x,y, 

Suppo$ont que le cöne <p m (x,y,*) ait une artle de rebrouuement. 
Nous savons que, dans ce cas«, l'ordre de la surface asymptote se 
trouve diminue de quatre unites [n°. 30], il est, par suite, egal ä 

[m(3m-5)-4]. 

Les directions asymptotiques sont alors: 1°. les generalrices du cöne y.(x.y,a); 
2°. les droites paralleles aux plaus d'inflexion restants; 3°. les droites paral- 
leles au plan toucbant le cöne (p m suivant l'aröte de rebroussement [n°. 42]. 

Mais la presence d'une aröte de rebroussement diminue de huit unites 
le nombre des arötes d'inflexion, par consequent la fonction ff'(x, y,a) cor- 
respondant aux plans d'inflexion restants sera ici du degre [3w(m-2)-8]: 
la fonction 

<Pm(x,y, *).ff'(x,y,*) 
est donc du degre [w+3m(m — 2)— 8] ou [m(3w— 5) — 8] ; par suite, le 
premier membre R de l'equation du plan de rebroussement doit entrer au 
4*"* degre. De sorte que l'ensemble des termes du degre le plus eleve pour 
la surface asymptote sera, dans le cas actuel, 

9~(*>1* »).0"(ar,!f,*).Jt*. 
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11°. Cas oti lo cöne des directions asymptotiques est decomposable. 

52. Lorsque le cöne des directions asymptotiques de )a surface U se 
decompose en plusienrs cönes de degres moindres qne m, on pent determiner 
isolement Ia surface developpable asyroptote correspondant a chacun de ces 
cönes; l'ensemhle de ces surfaces partielles constiluera la surface asymptote 
complete pour la surface proposee. 

Evaluons le degre de ces surfaces asymptotes partielles. 

Reprenons la notation x,, Xa, x 3) pour les variables, et representons 
respectivement par ti(x M x 3 ,Xj) et © (x, , x, , x,) les fonctions homogenes 

V-foy,*) et (ar, jr, *)- 

Supposons, par exemple, qu'on ait 

(32.) <p m ou t*(x„ x,, x,) = P(x,, x,). Q(x„ x,, x,), 

les fonctions P et 0 elaut respectivement des degres p et q, de sorte que 

(33.) p+q = m. 

L'equation du plan asymptote correspondant a une generatrice (x 1 ,', x", x,') du 
cöne P (x, , x, , x,) sera 

(34.) ^Pl+XiPl+x^+tr = 0, 

avec la condition 

(34^.) P(x»,x>l,xV = P >} = Oi 
nous avons, en outre, pose 

(35.) fäXQ 

Les raisonnements et les calculs du n°. 8 sont applicables ici. De sorte que 
si Ton pose 

P II Pli P IJ 

£ = p« K P n 

P si Pn P w 

on trouve que le nombre des generatrices de la surface asymptote (correspon- 
dant au cöne i°(x,, x,, x 3 }) rencontrees par une droite arbitraire est egal au 
nombre des Solutions communos ou des generatrices communes aux deux cönes 

o, x, G, + ^i£ 

(37.) a, x, G, + A,§ = 0, P(x n x a , x 3 ) = 0. 
a, x 3 G 3 -M 3 £ 
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Or, si l'on remarque que 



0' ' 



a premiere des equalions (37.) poarra secrire 



(38.) 



a { Xi Ai 

<h x, A 1 



Oi ? t Li 
Xi In 
<h x s Li 



= 0, 



(39.) 



A, - Qv r -vQ r . 
Mais les fonctions P, Q, sont des degres re?pectifs 

P> («-/»), 3(/»-2); 
on voit d'apres cela, et en ayant egard ä (33.), que l'equalion (38.) est 
dn degre 

(p + 2m-5). 

Dono le degre de la surface asymptote partielle correspondant au 
cöne P(x,,a?!,x,) des directions asymptotiques est egal i 

N, = p(p + 2m-5), 

p etant le degre du cöne P(x l ^x 2 ^x s ). 

Le degre de la surface asymptote partielle correspondant aux direc- 
tions asymptotiques du cöne ß(i„x,,x,) sera 

N, = 9 (o + 2,»-5), 
q etant le degre du cöne Q(x,^x 1 ^x s ). 

L'ensemble de ces deux surfaces constitue la developpable asymptote 
complete de la surface proposee; or cet ensemble de surfaces sera, eu egard 
ä la relation (33.), du degre 

N=N t + N, = m(3m—b)—2pq. 

53. II est facile de generaliser ces considerations, et de voir que, si 

<p m (x, y, •) = P(x } y,i).Q (*, y, ») R (x, y, »). S(x, y, »)... = 0 

est l'equation du cöne des directions asymptotiques, si p, q, r, $ ... sont les 
degres respectifs des fonctions P, Q, R, 8, ... l'ensemble des surfaces 
asymptotes partielles formera un Systeme du degre 

N — m(3m — 5) — 2(pq+pr+ps-\ \-qr+- ••)• 
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Don*-, lorsque le cöne des directum» asymptotiques se dicompose en 
plusieurs cöne», les surface» asymptote» partielles correspondant aus different» 
cöne» forment un systeme de sur face* dont le degri est moindre que le degri de 
la sur face asymptote correspondant au cos general ou le cöne q> m {x,y f i) est 
indecomposable; la diminution du degri est igale au double du nombre des 
intersections des cönes partiels pris deux ä deux. 

Ce resultat est parfaitemenl d'accord avec la conclusion enoncee au 

n". 31. 

Je ne m'arreterai pas ä l'examen des cas particuliers qui se presentent 
dans la question actuelle; et je terrainerai en resumant les difTörentes pro- 
prietes de la surface asymptote qui nous out ete fournies par l'analyse de- 
veloppee dans cette 2 ,mr partie. 



III". Rl8um£ p£n£ral. 
54. La surface developpable asymptote est l'enveloppe des plans 
asymptoles de la sarface proposeo U; eile est, en general, de Vordre 

N = m(3m-5), 

si m est l'ordre de la surface U; et de la classe m{m— 1). 

Lorsque le cöne <p m (x,y, s) des direclions asymptoliques possede 
une arete double ordinaire ou une aröte de rebroussement (ne corres- 
pondant pas a un point double de la surface U) l'ordre de la surface 
asymptote est diminue de deux ou de quatre unites. 

Lorsque la surface U a im point double ä l'infini, l'ordre de la 
surface asymptote est, en general, diminue de six unites; mais, si la 
directum asymptotique correspondant au point double est une arete triple 
du cöne <p m (x, y> *), la diminution sera de neuf ou de dorne unites, sui- 
vant que cette droite est une aröte simple ou une arete double du 
cöne 

Les direclions asymptotiques de la surface asymptote sont: d'abord, 
les generatrices du cöne (f m (x,y, «); en second Heu, des droiles quel- 
conques paralleles aux plans d'infloxion du cöne <p m (x, y, s), et aux 
plans touchant le cöne suivant des areles doubles, lorsqu'il y a de telles 
arötes. 

On peut conclure de lä l'expression des termes de degre N el (N— 1)' 
de fequation de la surface asymptote. 

33» 
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La surface asymptote possede, en general. ä l'infun 3m (m— 2) droites; 
le plan tangent reste invariable quel que soit le point considere snr nne 
de ces droites. Sur chacune de ces droites, il y a 

^ 2* 5 

points doubles ponr la surface asymptote, dont un est un point de re- 
broussement de conique pour lequel Taxe est ä l'infini. La surface 
asymptote possede, en tout, 

3m(m-2) [3w? _ 4w _ 53 

points doubles, dont Sm(m—2) sont des points de rebroussement cor- 
respondant aux aretes d'inflexion du cone (p m (x,y, *). 

La courbe d'iutersection de la surface proposee avec la surface 
asymptote, courbe dont l'ordro est m ? (3m-5), se trouve sur une surface 
dordre (w-2)(3m+l). 

Lorsquo le cöne des directions asymptotiques se decompose en plusieurs 
cönes, les surfaces as^ r mptotes partielles correspondanl aux differents cones 
forment un Systeme de surfaces dont le degre est moindre que le degre 
de la surface asymptote correspondant au cas general ou le cöne est 
indecomposable; la diminution du degre est egale au double du nombre 
des intersections des cönes parliels pris deux ä deux. 

Lorsque Tequation de la surface proposee peut etrc amenee ä ne 
plus renfermer de termes du degre (m— 1), la surface asymptote est le 
cöne <p m (x,y,z) des directions asymptotiques; et reciproquement, lorsque 
tous les plans asymptotes enveloppent un cöne, Tequation de la surface 
peut etre amenee a ne plus renfermer de termes du degre (m— 1). 



Digitized by Google 



257 



Ueber die simultane Integration linearer partieller 
Differentialgleichungen. 

(Von Herrn A. Clebtch zu Giessen.) 



Die Aufgabe, die gemeinsamen Lösungen mehrerer linearen partiellen 
Differentialgleichungen zu *inden, ist von Jacobi im 60"" Bande dieses Journals 
p. 23 ff. und ausfuhrlicher in seinen demnächst zu publicirenden Vorlesungen 
über Dynamik, für einen besondern Fall behandelt worden. Dieser Fall be- 
steht darin, dass, wenn eine Reihe von Gleichungen 

(l.) A(/) = o, A(/)~<N • • • Mf) = o 

vorliegt, wo 

(2.) Mn = *.^+*^+-+*.^r> 

zwischen den Operationen A die für jeden Werth von i und x güllige Iden- 
tität stattfindet 

(3.) AA\A*{n)-MMt)) = 0. 
Jacobi hat gezeigt, dass in diesem Falle die Gleichungen (1.) n — v 
gemeinsame Lösungen besitzen, und hat den Weg, sie zu finden, angegeben. 
Eine Modifikation seiner Methode habe ich im 61"" Bande dieses Journals 
p. 168 dargestellt. 

Im Folgenden werde ich die Aufgabe ohne Voraussetzung der iden- 
tischen Relation (3.) aufnehmen und zeigen, wie unter allen Umständen das 
Problem sich auf den von Jacobi behandelten Fall zurückführen Iflsst, wo- 
durch dann die Frage nach der simultanen Integration linearer partieller Dif- 
ferentialgleichungen in allgemeinster Weise gelöst ist. 

§• 1- 

Begriff eines vollständigen Systems. 
Ein System von Gleichungen 

(4.) A i (n=o, Mn~** ■ • • Mn=o 

sei vorgelegt; es kommt zunächst darauf an, zu entscheiden, ob dieselben ge- 
meinsame Lösungen zulassen, und wie gross die Anzahl der von einander 
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unabhängigen ist. Ich bilde zu diesem Zweck aus den Gleichungen (4.) die 
Combinationen 

(5.) MA.iny-MMn) = o, 

welche wieder lineare partielle Differentialgleichungen ergeben. Entweder 
sind nun die Gleichungen (5.) lineare Combinationen der Gleichungen (4.), 
oder sie sind von diesen verschieden. Die unter den Gleichungen (5.), welche 
etwas neues ergeben, fuge ich den Gleichungen (4.) hinzu, und bilde nun 
wieder sämmtliche Combinationen (5.). Indem man auf diese Weise fortfährt, 
gelangt man schliesslich zu einem Systeme, welches sich von (4.) durch eine 
Reihe hinzugefügter Gleichungen unterscheidet, und boi welchem endlich die Com- 
binationen (5.) keine neuen Gleichungen mehr liefern. Das so entstandene System 
(6.) A,(f) = 0, /4,(/).-0, ... A r (f) = 0 

nenne ich das aus (4.) abgeleitete vollständige System. 

Ein vollständiges System wird also durch die Eigenschaft de/inirt, dass 
sämmtlictte Ausdrücke (5.) lineare Combinationen des Systems selbst sind. 

Die grösste Anzahl von Gleichungen, welche ein vollständiges System 
enthalten kann, ist gleich n. Denn in diesem ungünstigsten Falle kann man 
die -|£ linear durch die Mf) ausdrücken, und also auch jeden linearen Dif- 
ferentialausdruck Oberhaupt als lineare Function der A,[f) darstellen. 

Wenn das vollständige System aus n Gleichungen besteht, so haben die 
Gleichungen keine simultane Lösung. Denn das System der Gleichungen (6.) 
fährt dann auf die Gleichungen 

<Sr= 0 - • • 

d. h. auf die evidente Lösung /= Const. 

Es wird sich zeigen, dass wenn r<», immer n-v simultane Lösun- 
gen existiren. 

Ueber die Gleichungen des vollständigen Systemes kann man nun fol- 
genden Satz aufstellen: 
Sind 

- **4</)+*A(/)+"-+*^(/), 

N(n - KMn+NtA^n+'-'+KA.in 

irgend zwei lineare Combinationen der Ausdrücke (6 ), so ist auch immer 
eine solche *(JV(/))-*(Jf(fl) 
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In der That ist 

M(N(f)) = 2M{N,).A,{r)+22N.M i A i (A a U)), 

Die ersten Tbeile der rechten Seite haben hier schon die verlangte Form; 
die Differenz der zweiten Theile 

2?2;N ] ,M i iA i (A.(n)-MMr))\ 

nimmt dieselbe Form an, weil der eingeklammerte Ausdruck der Voraus- 
setzung nach sich in jene Gestalt bringen lasst, wenn die A ein vollständiges 
System bilden. 

Hieraus geht sogleich hervor, dass die Gleichungen einet vollständigen 
Systems, wenn man sie durch irgend welche lineare Combinationen ersettt, 
immer auf ein vollständiges System führen. 

§. 2. 

Reduction des vollständigen Systems auf ein /aeooisches. 

Unter einem /aco6ischen Systeme verstehe ich ein solches, bei welchem 
die Ausdrücke (5.) nicht lineare Combinationen der Gleichungen (6.) sondern 
identisch Null liefern. Dieses System hat Jacobi a. a. 0. intogriren gelehrt. 

Ich werde jetzt zeigen, dass es immer unendlich viele Arten giebt, ein 
vollständiges System in ein Jacobisches zu verwandeln. Nehmen teir v will- 
kürlich gewählte Functionen y,, y„ . . . <p y , und bestimmen die v Gleichungen 

(7.) *,(/•) = 0, ZW) = 0, . . , B r {f) = 0, 

aus den identischen Relationen 9 ): 

Mn = M< fl )B l {n+M< h )B,(n+...+A l (<p,)B r (n, 



so bilden die Gleichungen (7.) ein Jacobisches System, d. h. es ist identisch 

(9.) *.(*.(/)) = 0. 
Der Beweis für die Richtigkeit dieses Satzes ist sehr leicht zu führen. 
Setzt man in den Gleichungen (8.) für f der Reihe nach y,, y,, ... y v , so 

*) Dieses System findet sich schon in meiner Abhandlung über das Pfaff&chc 
Problem im 61'"" Bande dieses Journals. 
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ergiebt sich durch Auflösung des Systems linearer Gleichungen 

(10.) = 0, 

so oft » von * verschieden ist, und 

(11.) *(*) = i. 

Nun ist der Ausdruck auf der Unken Seite der Gleichung (9.) nach dem am 
Ende von §. 1 bewiesenen Satze eine lineare Combination der Ausdrücke A, 
also auch, wenn man für die A{f) aus (8.) ihre Ausdrücke in den B{f) 
setzt, von der Form: 

= C l B l (n+C 2 B,(n+»'+C,B,(n. 
Setzt man in dieser Gleichung für f der Reihe nach <p,, y„ . .. <p r und be- 
rücksichtigt die Gleichungen (10.), (11.), so erhält man hieraus der Reihe 
nach die Gleichungen 

C, = 0, C,=0, ... C„ = 0, 

d. h. der fragliche Ausdruck muss identisch verschwinden, was zu beweisen war. 

Die transformirten Gleichungen (7.) haben aber nicht allein die Eigen- 
schaft, ein JocoWsches System zu sein. Ebenso wichtig ist die zweite Eigen- 
schaft, welche aus (10.) folgt. Jede der transformirten Gleichungen besitzt 
nämlich r-i bereits bekannte Lösungen, denn jede wird durch diejenigen 
Functionen tp befriedigt, deren Index von dem der betreffenden Gleichung ver- 
schieden ist. So wird durch die Transformation (8.) ein doppelter Zweck 
gleichzeitig erreicht. 

§. 3. 

Integration des Jacobischen Systems. 

Ich muss dos Folgenden wegen hier die Methode kurz wiederholen, 
welche zur Bestimmung einer gemeinsamen Lösung der Gleichungen (7.) führt. 
Sie besteht darin, doss man successive Lösungen sucht, welche die erste, die 
ersten beiden, die ersten drei elc. der Gleichungen (7.) befriedigen. Es handelt 
lieh also nur um eine Darstellung des Weges, welcher von einer simultanen 
Losung •/•, , der ersten i~l Gleichungen (7.) zu einer simultanen Lösung y. 
gelungen Iflsst, welche auch noch der f" Gleichung genügt. Man bat dann 
der Voraussetzung nach y.-i 80 bestimmt, dass 

,) o, /?,(yv-.) = o, ... »,_,(¥*_,) =0. 

IHriUI folgt wegen der identischen Relationen 
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«1bps auch 

Vi-i = ß.to-i), vCi = Ä 4 (V>i-i) etc. 

den ersten »— 1 Gleichungen (7.) genügen. Ist nun v^l die erste Fnnclion 

dieser Reihe, welche sich als Function von y*-n V*-n • • • V*^r'\ Va W+n • • • 
<p r darstellen lässt, und betrachtet man v. als Function eben dieser Ausdrücke, 

oder 



Jede Lösung v. dieser partiellen Differentialgleichung mit /t-f-1 unabhängigen 
Variabein ist zugleich eine simultane Lösung der ersten « Gleichungen (7.). 

Die Anaahl von Lösungen, welche i— 1 Gleichungen mit n Variabein 
gemein haben, kann nie grösser als »— (i— 1) sein; daber kann auch die An- 



y*-i» Vv-i, . . . V^i'i Vi» W+ii • • • 9r 
diese Zahl nicht übersteigen, oder es kann u höchstens gleich n—v werden. 
Die Gleichung (12.) ist also eine lineare partielle Differentialgleichung mit 
höchstens n—v+1 Variabein; und die Bestimmung einer gemeinsamen Lösung 
aller v Gleichungen erfordert also die Kenntniss je einer Lösung von v 
Gleichungen mit n-v+l unabhängigen Variabein, oder was dasselbe ist, die 
Kenntniss je eines Integrals von v Systemen von je n — v simultanen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung. 

Um alle verschiedenen simultanen Lösungen des Systems aufzufinden, 
mnss man zunächst die letzte der v verschiedenen Gleichungen (12.) voll- 
ständig integriren. Ist in derselben fi*=n—v, so hat man sofort alle ge- 
meinsamen Lösungen gefunden. Ist aber fi kleiner, so findet man hierdurch 
nur einen gewissen Cyclus dieser gemeinsamen Lösungen, und man muss 
weitere Lösungen der vorhergehenden Gleichungen (12.) aufsuchen. 

Wenn der erste Fall eintritt, so findet man n— v gemeinsame Lösungen, 
and es existiren also wirklich so viele Lösungen. Im anderen Falle kann 
Beweis dafür fordern, dass wirklich so viel Lösungen vorhanden 

Bd.LXV. H«fi3. 34 
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sind. Diesen Beweis kann man leicht in folgender Art führen. Seien * 
gemeinsame Lösungen der Gleichungen (7.) bekannt. Führen wir diese in 
das System (7.) als Variable ein, neben n-x anderen Variabein, so ver- 
schwinden in allen Gleichungen die Glieder, in welchen nach der ersten Art 
von Variabein differenlürt wird. Man hat also dann ein System von v Glei- 
chungen mit nur n—x Variabein vor sich, in welchem die gefundenen x Lö- 
sungen die Rolle von Constanten spielen. Dieses neue System ist noch ein 
Jacobisches, und hat demnach wenigstens eine von den froheren verschiedene 
Losung, sobald nur n—x>v. Es giebt also immer noch weitere Lösungen 
bis so x = n-r, d. b. das System bat n-v gemeinsame Lösungen. 

§ 4. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen mit n unabhängigen 
Variabein führt bekanntlich nach Jacobi auf die Aufgabe , successive eine 
simultane Lösung für je ein System von 1, 2, 3, . . . »—1 linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu suchen. 

Bedienen wir uns des von Jacobi eingeführten Symbols 

wo die p die Differentialquotienten der unbekannten Function nach den x be- 
deuten; ist f= c die gegebene Gleichung, und sind 

ft = Cn ft = Cj» • • • f—i = c — « 
die Gleichungen, welche mit f=e zusammen diese als Functionen der x und 
und der willkürlichen Constanten e bestimmen, so erhalt man 

als Lösung von (Ai /)~0, 
f t als Lösung von (A, A) = 0, (/« A) = °> 

/■„_, als Lösung von (f^ t ,f) = 0, (A_„/',) = 0, ... (/Ui ,/_»)= 0. 
Jodes dieser Systeme ist bereits ein Jacobisches , aber diese Eigenschaft kommt 
hol der Anwendung des in §. 3 entwickelten Verfahrens nur in sofern in 
Betracht, als dasselbe ein toilttändiget ist. 

Man hat aber bei diesem System noch den weitern Vortheil, dass man 
for das or»te System schon die Lösung ( y für das aweite die Lösungen /"und 
f l% etc., für das letale f, /!,... /"_» kennt. Die Ordnnngen der Integrationen 
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welche man bei den verschiedenen Systemen auszufahren hat, erniedrigen sich 

dadurch um weitere 1, 2, . . «—1 Einheiten, und man bedarf also zur Auf- 
stellung sammtlicher Functionen f je eines Integrals von 

1 System von 2*— 2 Differentialgleichungen erster Ordnung 

2 Systemen - 2»-4 - - 

3 2»-6 - - 
«-1 - - 2 - - 

S 5. 

Darstellung der Ton Herrn Weiler gegebenen Vereinfachung von Jacob™ Methode 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

In ScUömilck» Zeitschrift für Mathematik, Jahrgang 1S63 p. 264, hat 
Herr Weiler eine Untersuchung Ober das in Rede stehende Problem ver- 
öffentlicht, in welcher eine Vereinfachung der im Torigen §. auseinanderge- 
setzten Integrationsmethode enthalten ist. 

Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der erforderlichen Integrationen 
verringert, und sich bei genauerer Prüfung als eine natürliche Fortentwicke- 
lung der Vacootschen Methode erweist, besteht in folgendem. 

Die Systeme, deren successive simultane Integration die Aufgabe er- 
fordert: 

t. ifu n=o, 

2. CT., A) = o, (fu A) = o, 



»-i. (/u.,/ f ) = o, (A_.,/i) = o, ... (/u„/^) = o 

sind nicht völlig unabhängig von einander; vielmehr unterscheidet sich jedes 
folgende System nur durch den Hinzutritt einer einzigen weitern Gleichung. 

Um auf die vorliegenden Systeme die oben (§. 3) auseinandergesetzte 
Methode anwenden zu können, muss jedes System in ein System von der 
Form (7.) transformirt werden. Dabei kann jedesmal ein neues System von 
Functionen <p angewandt werden. Wir wollen aber hierüber nun folgendes 
festsetzen: 

1. Bei jedem folgenden System sollen immer wieder dieselben 
Functionen <p benutzt werden, und nur eine einsige neue Function <p soll 
hinzutreten. 

2. Die Function </-,, welche bei dem f** System hinzugefügt werden 
muss, soll eine aus der Reihe der simultanen Lösungen sein, welche man 

34» 
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für die i—2 ersten transformirten Gleichungen des vorhergehenden Systems 
gefunden hat. 

3. Statt der Gleichungen des Systems soll man, um dieselben auf 
die Form des Systems (7.) tu transformiren , die schon transformirten Glei- 
chungen des (t-l)" a System benutzen, und nur die letzte Gleichung unver- 
ändert hinzufügen. 

Die transformirten Gleichungen, welche ans dem obigen Systeme her- 
vorgehen, bezeichne ich durch 

1. 5i u (A) = 0, 

2. ^»(/i) = o, *?>(/;) = o, 



n-l. £<-'>(/_,) = 0, £T ''(A-.) = 0, ... fl£l'>(/U.) = 0. 
Nach der Bestimmung No. 3 sollen nun 

Ä*'>(F), BP'F), . . . m*) 

sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 

BT'W = «*- , >(y 1 )ßl'>(F)+^'- ,, (^)«' ) (^+-+Ä^>(y j )^ 0 (n 
(13.) 

Nun ist, weil bei der Bestimmung der fl*-« die ersten i-1 Functionen tp 
bereits benutzt sein sollten: 

wenn h und * kleiner als i. Ferner sollte <p t eine simultane Lösung der 
Gloicliun £6it 

Bf* CfO = 0, BT 0 (y.) = 0, ... = 0 

sein, welche natürlich von /,_, verschieden sein muss. Hierdurch reduciren 
sich die Gleichungen (13.) auf folgende : 

Är'>(F)=^>(F), 



ato n (F)-Äj2,(F)+ÄC3°(^)flr(n 
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Man sieht also, dass bei dieser Art der Bettimmimg jedes folgende System 
eine Reihe von transformirten Gleichungen mit dem vorhergehenden gemein 
hat; nur die letzte Gleichung des vorhergehenden Systems kommt in dem folgenden 
nicht vor, und dafür treten m dem letztem zwei neue Gleichungen hinzu. 

Man kann sonach das ganze System der transformirten Gleichungen in 
folgendem Schema darstellen: 

1. WO =0, 

2. D,(A) =0, CM =0, 

3. D.(A) =0,A(/i) -o,W.) =0, 



(15.) 



'«-2. D,(/;_,)=0, l> t (/U)=0, D,(/^,)=0, . . C^(f^)=0, 

n-1. D,(/L,)=0, AOUH», A(/-._,)=0, . . . ZW/Ui)=0, C_,(/U,)=0, 

nach (14.) die hier durch C, D besUmmten Ausdrücke sich aus den 



iC i _ l (F) = D i _ l (F) + C<- i (<f i )C i (F) 
(16.) (/>_.,*) = (/•_„ y.) A(F) + (A_„ y,) &,(?)+...+(£_, y«) A_.(F) 

( +(A_„y.)a(F). 
Diese beiden Gleichungen dienen dasu um A_t(F) und C,(F) durch die 
hergehenden Ausdrucke darzustellen. 

Die simultane Integration d«r Systeme (15.) witd nun dadurch 
lieb erleichtert, dass man für das i tr System nicht m*»nr eine simultane Lösung 
seiner ersten 1—2 Gleichungen successive aufzusuchen braucht, sondern dass 
diese schon bei der Behandlung des 1 ,WI Syslemes gefunden ist. Man hat 
also in jedem System nur noch zwei Integrationen vorzunehmen ; und die Be- 
stimmung tämmtlicher Functionen f bedarf also nur der Kenntniss je eines 
Integrals für ein System von In -2 gewöhnlichen Differentialgleichungen, und 
für je zwei Systeme von 2»-4, 2»-6, ... 2 gewöhnlichen Dijferentialr- 



Aber nur dann sind die Integrationen immer von so geringer Zahl, 
wenn die Zahlen /u überall ihre höchsten Werthe erreichen. Wenn bei irgend 
einer Integration der Cyclus der daraus abgeleiteten simultanen Integrale sich 
früher schliesst, so kann man endlich zu einer Stelle gelangen, wo entweder 
keine Function <f, mehr gegeben ist, welche von /*(_, verschieden, oder es 
wird doch nur eine Function dieser Art bekannt sein, so dass man keine ge- 
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meinsame Lösung der ersten i—2 Gleichungen des folgenden Systems znr 
Verfügung hat. 

§. 6. 

Dm Pfaf*c\* Problem. 
Die Aufgabe, den Differentialausdruck 

Xi dx t + X t dxt + • • • + X u dxu 

in die Form 

F l df l +F t 4f t +..+F m df. 
überzuführen, habe ich im 60"" und 61"*- Bande dieses Journals aaf ein 
System von w '" + < simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, 
welche die Functionen f definiren. Diese Differentialgleichungen habe ich durch 

(A) = o, [A,A] = o 

bezeichnet; und zwar bestimmen sich die Functionen f als simultane Losung 
folgender Systeme: 

U ' (A) = o, 

A ' (A) = 0, [A,A] = o, 

A \ (A) = o, Uf AI LT.ff/a-0, 



fn !(A)-«i [A,A] = 0, [A,A]=0, ... [A,A-J = 0. 

Jedes dieser Systeme bildet nach den a. a. 0. bewiesenen Relationen ein voll- 
ständiges System in dem oben festgestellten Sinne, aber nicht ein /ocoöisches 
System. Denn wenn A» A» ■•• A-i <*■ ersten i-1 Systemen genügen, so 
bestehen für das i" System die Relationen (*, A=l, 2, . . . i-i): 

KA)i A] -«/•• A]) - I/o AI, [LA. A] , A)-[£A, « . AI = o. 

\üt die obigen Systeme sind daher die Betrachtungen der §§. 2, 3 
sofort anwendbar, und die Aufsuchung der Functionen f bedarf daher der 
Kennrniss von je einem Integral für 

1 System von 2n— 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 

2 Systeme - 2» —3 - - 

3 2« -5 



■ - - 1 
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Aber auch hier tritt der Umstand ein, dass jedes folgende System 
sich nur am eine hinzutretende Gleichung- von dem vorhergehenden unter- 
scheidet. Man kann daher auch die Methode des Herrn Weiler auf dieses 
Problem anwenden, und et gelingt nach dieser im Allgemeinen die Auffindung 

flf^?^* ^ 1 W f l ("* ^ f fi f& ^ £^HT* f^^s* f 74 T\ £ fi t ^P^JJ^?4^ ^ipk^4^^?^^J*^Je^J ^3^??s^ (*T?& ^} \j & t ^ t/ 0 r*l 

2n — 1 aew ähnlichen DitTerentialaleichunaen und con ie zwei Suttemen ron 

S. 7. 

Die partiellen Differentialgleichungen der Invariantentheorie. 
Jede absolute Invariante einer Function von « Variabcln genfigt be- 
kanntlich einem System von »* linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und es muss eine besondere Eigenschaft dieser partiellen* Differential- 
gleichungen sein, dass sie eine gewisse Anzahl simultaner Lösungen zulassen. 
Ist p die Ordnung der Function, und 

, N M.N 4- 1 ...n +p — 1 
= J F , 

so ist [n, p) die Anzahl der Coefficienten der Function, also (n, p) die An- 
zahl der Variabein, nach denen in jenen Gleichungen differentiirt wird. Die 
höchste Anzahl gemeinsamer Lösungen, welche jene Gleichungen besitzen 
können, ist also (b, p)~ n"; und wenn jene Gleichungen bereits ein vollstän- 
diges System bilden, so besitzen sie in der That so viele gemeinsame Lösungen, 
d. h. es giebt (a.,p)-»' von einander unabhängige simultane Invarianten. 
Dies ist der einfachste, und zugleich der strengste Weg, die Existent von 
so viel Invarianten wirklich nachzuweisen, und der Nachweis, dass die be- 
treffenden Gleichungen ein vollständiges System bilden, ergänzt also eine 
wesentliche Lücke der Invariantentheorie. 

In der That ist jener Beweis durch wirkliche Bildungen sehr leicht 
auszufahren. Bezeichne man mit Herrn Aronhold (Bd. 62, p. 291 dieses 
Journals) die n 7 partiellen Differentialgleichungen durch 

(1.) Z) fC (77) = 0, 

wo o, a die Werthe 1, 2, ... « zu erhalten haben. Man findet dann wirk- 
lich, dass die Operationen 

nur auf lineare Combinationen der Gleichungen (1.) fuhren, womit jenes 
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System als ein vollständiges cbarakterisirt ist. Man erhält nämlich, wie eine 
sehr einfache Rechnung lehrt, folgende identische Relationen: 

D„(D„(H))-D„(D tt (II)) = 0, 

D„{D„{0))-D„{D n {n)) = 0, 
D^D^W-D^D^II)) = 0, 
D^D^nfi-D^D^II)) = D f .(ZT), 
D e ,(D rt (n))-D t ,(D. f (II)) = 0, 

In diesen Gleichungen bedeuten die in derselben Gleichung verschieden be- 
zeichneten lndices auch wirklich von einander verschiedene Zahlen ; die Glei- 
chungen (2.) umfassen dann alle möglichen aus (1.) su bildenden Combinationen. 

Die Gleichungen (2.) gelten übrigens auch noch, wenn das System (1.) 
sich auf nmultane Invarianten bexieht. 

Giessen, den 5. Februar 1865. 
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Ucber diejenigen Cnrven, deren Coordinaten sich 
als liyperelliptrsche Functionen eines Parameters 

darstellen lassen. 

(Vou Herrn Brill.) 



Vorliegende Abhandlung reiht sich an die Untersuchungen über die 
Anwendung der Abebdun Functionen auf die Geometrie, welche Herr Cleb»ch 
in einer Reihe von Aufsätzen kürzlich veröffentlicht hnt # ), an. Die geometrische 
Behandlung, also die Aufstellung der Probleme und die Deutung der Lösungen, 
lässl sich für den vorliegenden Fall (p = 2) an vielen Stellen der für p — 1 
ganz analog durchführen, so dass ich dieselbe, sowie die Ähnlich lautenden 
geometrischen Resultate, grösstenteils glaubte unterdrücken zu können. Von 
einigem Interesse dürften dagegen die zur Lösung der geometrischen Pro- 
bleme nölhigen vorangeschickten analytischen Betrachtungen über hyperollip- 
tische Thetaquolienten sein, deren Ausgangspunkt ein /In wart »scher Salz aus 
der Theorie der v46e/schen Functionen bildet. 

Indem wir die allgemein bekannte Darstellung der hyperelliplischen 
Functionen von Rotenhain zu Grunde legen, führen wir die Bezeichnungen ein: 




r = Jdu +J'di ; t>' = fdu'+ /du ; 

wo X = x.i-x.i-Sx.i-l'xA -(U 7 x; ß, C, B\ C so bestimmte Conslanten 
sind, dass: 

i i 

I TT 9 

fdu = -£-, fdu = Q. fd* -\.\ogp, jdu=k.2A, 

TT IT 
i _l_ 

I TT 0 ml 

fdu'=0, fdu'=^, J'dn'-k.lA, /rf M '=i.log 9 . 



*) Dicae. Journal, Bd. 03, S. 189; Bd. Gl, S. 43, S. 210. 

Journal ftir Matbematik B4. LXV Beft 3. 35 
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Ist ferner: 



so drücken sich die sechs Functionen </>, deren Quotienten in den von Hoscniain 
aufgestellten Formeln ((97.) seiner Preisschrift *)) von unabhängig 
sind, die also einen gemeinsamen Nullpunkt haben — bei Rotenhain 
x t . \'X t — x?, \'Xi — durch 7^ folgenderniassen aus (wenn man unter p 
einen, übrigens für alle verschiedenen Factor versteht- der fflr keinen Werth 
der x verschwindet): 

L 1 - 

i i »i t» 

<hn(*, O =p.<f»(e+fd*, e'4-/rf«'); tfu(9 t e') - p +/'du, *'+/*')? 



t i 

I» TT 



V« (•« = P • + /*»> J d *') 



Wir bestimmen zunächst die nnleren Grenzen c, und c,. Würde für 
x,, yJf, = x,, y^f,: © = «' = 0, d. h. verschwanden für diesen Werth die sechs 
unpaaren <{ , wie es für diesen Werth von x, mit den sechs obigen </> der 
Fall ist, so wären die unteren Grenzen einander gleich. Dies wird daher 
erreicht, wenn man statt ©, v' das Argumentenpaar: 
j_ t 

»* -> , jr, *- ac, x, 

* = v + /dm = 4 /*•, »' = •'+/' = /</«'. 
° r r • V' r* 

einführt, wodurch die obigen: y M </>,„ 9> w y*, 9),, y M der Reihe nach in die 
unpaaren: <p n tf> tl (p s , (f m <p u , tp n übergehen. Hierin ist y und / verschieden, 
indem im Allgemeinen die oberen Grenzen y und f verschieden sind in: 

_i_ 1 

A+A-A A+A=A 

<- ( r s 0 r t r, 0 

fiiemarw verfügt nun (Bd. 54, §. 22 und 24 dieses Journals) über die unteren 
*) M6w. prlnentfr & 1 Iwtitut, tome XI. 
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Grenzen so. dass das von ihm belrachlcte Theta, unser <p„. identisch ver- 

y"' 5» 
du, /du wählt, dass also: 

i V' 

<r»{fd»,fdH') - 0. 

r r 

Seinen Betrachtungen lössl sich aber auch jede andere der 16 Functionen >p zu 
Grunde legen, und wir ziehen vor, eine der sechs unpaaren, z. B. zur 
Bedingungsglcichung für die unteren Grenzen zu wählen und bestimmen y f ■ ' 
st», dass: 

•0, «9, 

^{fdu,fdn') - 0. 
y f 

Nun verbchwindel aber (fioseuham, F. (97.)) der Zähler in dem Quotienten: 

yjfrjfl - = consi. ff* 

für x, = 0; man hat mithin 




also: 

Den Yortheil der Gleichheit von y und /, sowie manche spater ersichtliche 
andere hätte uns die frühere Grenzbestimmung nicht geboten. — Uebrigens 
wird der Uehergung zu den Argumenten mit anderen unteren Grenzen durch 
blosse Ycrlauschung der tp bewerkstelligt 

Wir noliren hier noch die unteren Grenzen, für welche die sechs un- 
paaren </>, die uns gemäss unserer Knischeidung über die unteren Grenzen 
von jetzt ab ausschliesslich beschäftigen werden, identisch verschwinden. Man 
hat aus Obigem-. 



(i.) 




die unteren Grenzen in diesen Argumenten sind jedesmal die zweiten Null- 

35 • 
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ausserdem den Nullpunkt x, = Ü gemeinsam haben. — Indem wir in der 
Folge die unteren Grenzen gleich Null annehmen, wenn wir Nichts darüber 
zufügen, und das zweite Argument in den Klammern weglassen, setzen wir: 



Die Functionen <p haben die Eigfiiscliuft, da.ss sie, geschrieben mit den Ar- 
gumenten #, — «*, »] — u't verschwinden für zwei Werth c von x„ sowie für 
zwei Werlhe von x A . Betrachten wir also ein Produel aus Functionen (p ge- 
bildet mit solchen Argumenten, und alternircnd für u, »,, ... u u , am besten 
aus lauter y sl bestehend, weil wir auch sonst diese Function schon auszeich- 
neten, also: 

</'>. («-».) )■ • • 'O <f w(«i-Hb)«. Vn(*p-i - «^) = ^/ («,«,,«., ... Vfi\ 

so sind die Nullpunkte des Products, insofern man es als eine Function von 
m oder von einem der «, allein betrachtet, leicht aufstollbar: dasselbe ver- 
schwindet, als Function von n z. B., für x - 0, und zwar von der p 1 "' Ord- 
nung*); für x = .r,, .t = Xv, . . . x = x u (wo das Vorzeichen der Wurzeln 
Tür alle dasselbe) je von der ersten Ordnung. Es ist ferner periodisch und 
erhält, bei Vermehrung von «, u um eine der Perioden: logp, 2.4 oder 
2A, log q, einen von der Summe: 



abhängigen Factor. Derselbe wird aber blos von «, respective «' abhängen, 
wenn man zu dem obigen Product /f den Factor: 

w, 4-«, + 

zufügt. Dividirt man noch durch das Product: 



so wird der Factor, den der Quotient bei Vermehrung der Argumente um eine 
Periode erhalt, auch von w, u unabhängig, und ist, durch Multiplication mit 
einem geeigneten Factor, der für keinen Werth von w, u verschwindet, gleich 



•) Ein Aundruck werde =0', wenn er Null wird wie }'s — ä ftir » = «; er wird 
dann Null wie die <p in jedem ihrer Nullpuukt« {Riemann $. 2). 




,«.«— «,— w 7 ii,, oder von p,»*— w\— *J 
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+ 1 zu machen (Riemann, §.26). Dies gilt der Symmetrie wegen ebenso für 
die u\. — Der Quotient: 



ist also nach Hiemanu gleich einer rationalen, symmetrischen Function von 
x,, <r ; , | A' 3 ; . . . x„, >A' N ; x, yA\ welche in Bezug auf x, | A fol- 
gende Null- und tnendlichkeitspunkte bat: 

0" für x = 0 i , 

_ , also oo' für x = 0; 

0«*" Tür » = 0 j 

0' für x, »A-x,, yA',; desgl. für x, |A'=.j-,, /AV, ... x, yX^-x,, yX u ; 

0' für zwei weitere Punkte, die von «, f-«,-i (-«^ abhängen, nämlich die 

»wei Nullpunkte von -/„(w + t/.-f-.vj r«>) — niebl etwa von einer anderen 

der 16 Functionen tp, wie der einfachste Fall fi — 1 in Verbindung mit dem 
Untensiebenden lehrt, — endlich noch: 



für x — oo« 



Diesen Bedingungen genügt für gerade /t eine Function von der Form: 

-^{fix)-r<,;x,M'.Y}. 

wo f und tp rationale Functionen von x resp. von der Ordnung + l und 
\ft — 2 sind. Denn die Zahl der zur Herstellung von pt Nullpunkten im 
Zähler verwendbaren willkürlichen Coefficientcn beträgt fi. Der Klammer- 
ausdruck, gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung vom ft + 2"* Grad, woraus 
sich die zwei noch übrigen abhängigen Nullpunkte berechnen lassen; für j =0 
wird der Ausdruck oo 1 , für oo : oo»" -1 wie verlangt. Obiger Ausdruck lässt 
sich also in Form einer Determinante schreiben, deren .» j-1 Reihen in den 
x, x, , x,, . . . x u gebildet sind: nämlich für gerade u ist: 



(2.) 



yxx,x t ...x u 



x 



1* 



yx x»- + ' x* 



yX^xi* ' /A, x|" ' ... >'A, xj* 



x 1 
»i 1 



■> « 



»Av*«r' 1^.^ . . . yx f x*; > x«- 

wo p hier wio in der Folge einen Factor bedeutet, der für keinen Werth von 
x. x,, ... x,, Null wird. Hieraus lässt sich leicht durch Nullsetzen von x /Jf 
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die Gleichung für «-J, al>o eine ungerade Zahl, lierleilen; setzt man dann 
wieder u für f t -1. so kommt für ein ungerades f t statt des Ausdrucks rechts 
in (2.) der folgende (den wir in der Folge mit dem in (2.) zusammen mit 
**V : ' T * '- V »«lehnen wollen): 



'2'.) p 



iX.***-» yX ... } X ^~ x»<"+ 5 > x 1 



Dieser Salz (2.) nnd (2°.) ist ein Analogon zum dem von Hermite*) für 
elliptische Theta's aufgestellten. — Kr lässt sich in mancher Weise nuswcrlken ; 
so liefert er sofort den .4Ae/schen Satz, also das Additionstheorem fflr hyper- 
elliptische Functionen, in der von Hermite aufgestellten Form; ferner lassen 
sich, je nach den halben Periodenw erthen, die man den m (bis auf zwei will- 
kürliche) beilegt, die Ausdrücke fflr sämmtliche Quotienten der 16 Functionen 
tf in diu oberen Grenzen x, und x, bilden. — Von speciellen Fällen in- 
teressirt uns aber hier zunächst nur einer, den wir gleich unten anzuwenden 
haben: setzt mnn nämlich x, = x« = • • ■ = x^, = 0, so wird der Quotient links 
\nn dem Yorzeicheu von \ X. j .V, , j'A s unabhängig, der Ausdruck rechts 
also rational und zwar: 

m p i/x7~F t 

Auf ahnliche Relrachlungeu geslntzl, lässl sich eine Relation herleiten zwischen 
obigen algebraischen Ausdrücken und s'olchen Thelaquoticnlen, deren Ar- 
gumente wesentlich aus drei Integralen erster Gattung bestehen. Wir führen 
hiervon einen speciellen Fall au, der uns direct auf die: 

I. Hildang der integrale dritter Gattung führt, nämlich: 

welche Gleichung sich durch Vergleichung der Nullpunkte etc. etc. wie oben, 
•l Hnet in Jacrii. Bd. 88 die*e» Journal*. 
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ergiebf). — Nun lehrt Hienuum ($. 25), d»ss sich log y " (a ' * + durch 
die Summe zweier Integrale dritter Gattung ausdrücken Jfiss». Bildet man 
also in der bekannten Jacolnschen Weise d log -2u£±4, »«dem «"<"> MclUf 
die partiellen Differentiulauotienten Iransformirl, so erhält man, wenn: 

= U ( . + .)U -) i df " + 1 ( " - } *+ + 8 ( ° "° *1U 



wo: 



wo wieder 



<y v** -f- M)-y(q — m) 



für a, = 0 in den obigen rationalen Ausdruck abergeht, and wo p dasselbe 

wie in (4.) ist. [^^J.,^ kann nicnt von i x * »»hängen, weil der Aus- 
druck rechts eine Summe von zwei Integralen dritter Gattung sein muss, 
daher muss auch x 2 — o, ein Factor von K u x t ~a, ein solcher von Ä', sein 



*) Diese Gleichung lässt sich durch einige Rechnung auch au« dem HoxenhatH- 
schen Pormelsystcm (Anhang) herleiten. Der Absatz 6d dasclbttt liefert nach einiger 
Reductiou mittelst Formel (100.) die folgende Beziehung, welche fttr 0,-1» in dir 
obige Gleichung Ubergeht: 

Auch die Gleichung (3.) lässt »ich als rationale Thetarelatton darstellen und lehrt, 
auch ohne Riemann*c\\c Theorie (flermile, comut. rend. Bd. 40), die höchst einfache 
Hoduction solcher Theta, deren Quotienten Herr Prym (Neue Theorie der ultraellipt. 
Funot. Wien 1865, S. 70) mit Unrecht als die allgemeinsten eines algebraischen Aus- 
drucke fähigen ultraellipt. Thetaquotienten bezeichnet, solcher nämlich, deren Ar- 
gumente aus der Stimme von drei Integralen bestehen, auf solche mit nur zweien. 
Aus den obigen Formeln und einigen analog gebildeten lassen sich leicht algebraische 
Ausdrucke für die Quotienten zweier solcher Rosenhainscher Theta's ableiten, deren 
Argumente eine Summe beliebig vieler Integrale sind. 




uigi 
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und diese übrigens noch Functionen von resp. x t und x } aliein sein, 90 das» man hat: 



= /' ** ftx) /• d* 



Setzt man jetzt x, = 0, also = 0, so lässt sich A, und A", aus J ) bilden, 
mau erhält: /(x) = x. Aehnlich bildet man die Gleichung {4.} für die übrigen 
fünf unpaaren </> und erhalt Relationen, die sich in die folgende zusammen- 
fassen lassen*), für « — «,4-».-. « = er, -}- <* 2 , und 1« = 0, 1, -j^-, ... 00: 



(5) 



/ <Lv x —v r dx x — v 
~ J x — o, ~fX "V x— a, 



II. I m demgemäß die Gleichung zu transformiren: 



(6) 



f/ 1(7=^-F^)7x |rfx = cons, 
iwo noch 

m.m m.n 

2.u = const. , £ u[ = const. , 
so kommt unter Berücksichtigung von 

nach Transformation mittelst der Gleichungen (5.), für », = 0: 



wo die Conslanten rechts in (6.) und (6".) jedesmal andere sind. 



*) Aus der angeführten TbeUrclation («. umstehende Note) lässt sich A',, A, direct 

bilden, indem man die berechnet, ehe noch o, =0 gesetzt worden. Hieraus lisat 

«ich, mit allerdings einiger Rechnung, die Relation für Integrale dritter Gattung direct 
und ohne Ricmanntche Sätze herstellen. — 

Uebrigen» sind diese Relationen schon lange auf anderem Wege von Herrn 
H'eierstraMS aufgestellt ( Bd. 47, §. 4 dieses Journals). 
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III. Um ferner den Ausdruck: 



f'. l o-«Qg > ;,( a -«o 



, wo c ; +e ; = ^, 



in einen bloss mit den Argumenten et und /? geschriebenen zu verwandeln, 
hat man (4.), (3.): 

w - consl ^.w^>r 

wo const. von a und 6 unabhängige Constante sind. Durch Multiplication der 
zwei letzten Gleichungen und Division des Products in die erste und nach- 
malige Quadrirung kommt: 

, 7 . v ?;,(—,)»;,(«-».) _ ??.< »;. 

IV. Die früheren Bemerkungen ergeben uns <fte Lösung des folgenden 
Umkehrungsproblems , welches Herr Clebsch a. a. 0. für elliptische Integrale 
aufgestellt und gelöst hat: man soll aus den i<-r~ Gleichungen: 

(8.) Jlftt(phiUii _ Uft+l) -e , 

(wo A = l, 2, . . . p und ^, «< . . . die frühere Bedeutung haben) die oberen 
Grenzen •„ a 2 , ... a^+, bestimmen. (Ueber eine andere Form der n letzten Glei- 
chungen siehe II.) — Nach (2.) und (2*.) enthalt der algebraische Ausdruck: 

/i + 2 willkürliche Coefficienten ; lassen sich diese bestimmen, so ist: 

eine Gleichung vom fi+4'" Grad zur Bestimmung der /t + 2 Wurzeln x,, 
xj, . . . x^j, wenn wir die zwei anderen, symmetrische Functionen jener 
iu-}-2, kennen. Nun kann man aber den p letzten Gleichungen des Problems 
die Form geben: 

tf* 1 CßQy.i («»+«0 ^ <p sl ( a * » . - «wO _ v».( a A+«0 _ ^»O»»» . 

^V 1 («»^..(A+O^sp,. 0»* . «. . - «..+0 ?«(A+»)*fi +J («*) 

Dies sind /i Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten in #(x, y f X); zwei 

Bd. LX V.HeftS. 36 
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andere liefert die Bemerkung, dass, wenn man durch das einfache (Jacobische) 
L'mkthrungsproblem c, und c, berechnet aus: 

„ - fdy+/'d r , = ß/+fi/, 

dass dann auch q) n («+»)»= 0 wird für «, «'=— p/,, —y\ und für «, «' = — y 3 , — y\\ 
dass also auch: 

*„ , »IC , - \ C\) - 0, *„ +3 (r, , - ^(y = 0. 
Cj und Cj sind also die zwei anderen Wurzeln von * und man hat zur Be- 
stimmung der Coefficienlen die Gleichungen: 

*,.,.,(<!* , y'A^-q^^b,, } 'B k ) - 0, #„ +3 (c„ -y'Cj-O, «*y f ,(c„ -^)=0, 

die j? ( bestimmen sich also hieraus als eindeutige Function von ©, c', ©,, r 2 , . . . ©,,. 
V. 0ie Bedingung an finden, unter der die folgenden Gleichungen 
*): 



•^ rl y («,-«.) _ t>._ 
ÄS yO?.-«.) ~ e 

(9) )( *^ ht -rY("«-^J y,.(«.)v.,(gOy t .(A) 



wo in /»-p.»7i+p'.o4-? log^ + 9'.2y4, /" = />.o+/>'.t:7-r^.2^ + ?Mog$r, die 
p, q . . . ganze Zahlen sind (nicht zu verwechseln mit p, q in logp und logqr), 

desgl. die h M ; wo ferner unter dem IT- Zeichen das betreffende Product mit 
Ausnahme des Factors, für den i = x ist, verstanden ist, und wo in den ,u 
letzten Gleichungen die Wurzelvorzeichen so zu nehmen sind, dass, wenn 

ist. Wir bilden wieder Gleichungen von der Form (8".) und an Zahl ebenso 
viel, nur ist *, + , durch <*y,, zu ersetzen; dadurch entsteht eine Bedingutigs- 



*) Ueber den gcomctri&clicii Sinn des Problems vcrgl. die Abhandlung 
Herrn Clebsch „Uber diejenigen Curven etc." Bd. 64, S. 240 dieses Journals. 
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gleichung, die Eliminationsgleichung aus: 

Nun zerfällt die so entstehende Determinante in solche, die nach den Facloren 
q x , q : . . unterschieden worden können. Diese sind aber alle aus einer unter 
ihnen ableitbar, indem mau die a(ß) mit den enlsprecbeuden ß a) vertauscht: denn 

durch Verlauschung von a, mit 6, geht fj, in — - über, also wechseln dann 

in obiger Determinante die zwei Glieder in den Elementen einer Ilorizontalreihe 
ihre Plätze. So lassen sich alle in die Determinante aus den letzten, oder in die 
ans den ersten Gliedern überfahren, und beweist man von dem Quotienten dieser 
Glieder, dass derselbe =— 1, also ihre Summe Null (also unabhängig von 
einem a oder 6). »o muss obige Determinante selbst verschwinden. 

Nun über ist die Determinante aus den ersten Gliedern nichts Anderes, 
als die Eliminationsgleicbung aus: 

tfy,i(a/,<M0 = O, e»l,.../< und (e„ -fC.) = 0, *^, +I (c„-, C 2 ) = 0, 
daher ((2.) und (2 a .)) gleich 

^y „(».. » «>••■ ««j — y, j —ri) fu ( tt i + "t + • •• 4- «M—r, ~7t) . 

und weil 

so ist der Quotient dieser Determinante und der aus den letzten Gliedern: 
(-i^^ - £ l(*-Pd-2tf(*i-fib y.,(«,+- + ^-r.-y.) 

^ y„ ("■+?' ,) y <t C g . fy.)yo.(«»0 y„ C A -f y, 4- y.) y, . CA) y. ■ C A) 
" y„ («.+ y, + y,)y, .(«-) y„ («*) y„ CA -I- y.) y„ CA + r»)y..(A) 

Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (7.), dass der unter dem //-Zeichen 
stehende Quotient = 1 ; endlich ist : 

y„ (•»+•••+ + A)- y) y„ (s 5 ^ - y) 

y„ (A + - + A.-^C«<+ A)- y) ^ C*^f^+ 4) 

— _ c '*(W+J'V-H> / +«')+t<«-A>+f'(«'-0'). 

36* 



Digitized by Google 



280 Brill, Anwendung der hyperelliptüchen Functionen auf die Curventheorie. 



daher der Quotient: 

unter der Bedingung, dass von den Zahlen p, p\ ... h ( die Gleichung: 

(10.) (/+l)tf+i)+J* ••+*„ SS fi+t (mod 2) 
erfüllt wird, was auf 2" +J Arten geschehen kann. — 

Sind in den Gleichungen des Problems x Grössen «, gleich den ent- 
sprechenden ß iy so vermindert sich die Zahl der A. um x', und man hat die 
Bedingungsgleicbung : 

(10\) ry+t)(V+l)+«+*i+ *»+»•+ V* -S= (mod 2) 

die auf nur 2 u+, ~*' Arten erfflllbar ist. — Für u = x' = 1 kommt ein Aus- 
nahmefall, der nur zehn verschiedene Arten zulässt. 



Die hieran sich knüpfenden geometrischen Folgerungen genügt es wohl 
hier nur andeutungsweise zu geben, nachdem Herr Clebtch dieselben für die 
Fälle p = 0 und p — 1 ausführlich dargelegt. Ich übergehe alle analogen 
Schlüsse die sich für p — 2 an die ersten §§. des Aufsatzes über den Fall 
p = 1 *) anreihen und gedenke hier nur eines Unterschiedes. Die Reduction 
nämlich der Coordinatenausdrücke als Functionen des Parameters vom n"' 
Grad auf solche von \n x " Grad hat sich für den Fall p = 2 als unthunlich 
und unnölhig herausgestellt; man kann ja die constanten Nullpunkte überall 
in die Constanten eingehn lassen. 

Ich führe hier nur das Rechnungsergebniss an für den Fall einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt (» = 4). Die allgemeine Gleichung 
derselben hat die Form: 

x].x i .x J +2x l .f>+h = 0 

(wo die Indices den Grad der homogenen Functionen f in x, und x, an- 
geben), wenn nämlich die Coordinatenaxen x t und x 3 mit den zwei Tangenten 
im Doppelpunkt zusammenfallen. Eliminirt man x, mittelst des Büschels von 
Geraden: x,-f-*;rj — 0, so kommt: 

x\K+2x l Xi(ß+kß l + k%-rl%)+xl( r +k ri + -..+iy,) = 0 

oder 

xU + 2x 1 x J ß,-r-x]C l = 0. 
•) Bd. 64, S. 210 dieses Journal». 
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Um rationale Ausdrücke der x, in den X und y /, zu erhallen, führt 
den Büschel p+(f.q = Q ein und erhalt: 



-ux t = C 4 , /*x 7 = X{B s -y'Bl-XC 4 \, fiz^Bi-^Bl-LCt. 

Man erkennt sofort, dass die oben erwähnten vier Constanten Nullpunkte, die 
den Dreien gemeinsam sind, die vier Wurzeln von C 4 = 0 sammi dem po- 
sitiven Wurzelzeichen sind; X = 0 und i = oo, sammt dem positiven Wurzel- 
vorzeichen, gehören dem Doppelpunkt als Parameter an. Bringt man den 
Wurzelausdruck durch die Transformation 

^ oi, — m, X — »i, ^ i X — m, 

(wo mj, »ta, i»j drei beliebige von den sechs Wurzeln der Gleichung si t = 0 
sind) auf die Normalform: 

sf b =B s -XC< = p\X-m l ) t .x.i-x.l-x , x.i-X t x.i- f Sx = p t (X-m l ?.X, 

(wo das X natürlich in 1— X*x ein anderes als das des Parameters ist; p 
ein constanter Factor) so geht das Parameterpaar des Doppelpunkts, 0 und 



oo, in — m ~ — und — über, so dass die beiden Doppelpunktsintegrale sind: 

fB + Cx . a fB + Cx . 

(a' und & entsprechend gebildet). — 

Wir wenden uns jetzt zur Conitantenbestimmung des Abelscken Salze«, 

der für die Schnittpunkte einer Curve Ordnung mit " w ~ 3 -l Doppel- 



(11.) 



punkten mit einer beliebigen Curve m'" Ordnung folgende Bedingungen stellt: 

**** m 

= ^—j-c+p.bi+p'.o + q.\ogp + q.2A, 

2«: = ^—-c'+p.o+p'.m + q^A + q'.logq, 

y„ O« - «, ) <f>, < («« - ».) - v„ O« - «..«) _ m „ A+tfa.-ÄWC««-/^) 

n ti 3 

wo *=1, 2, Z-s 1, und wo die p, q, h m dieselbe Bedeutung haben wie 

in (9). Die . . . z M sind die Parameter des Schnitlpunktsystems, die a,, 6,, 
flj* k> ••• , 6 ...-J die Parameterpaare der Doppelpunkte. — Diese 

2 2 

Gleichungen ergeben sich aus der Anfangs II. uotirten Formel vermöge der 
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dort erwähnten Transformotion. — Dir c und y, hängen btass noch von der 
Curve «'" Ordnung hb. Lässt man eine Curve 3*' Ordnung durch die 
Doppelpunkte gehen und in einem Punkte ausserdem berühren, so entspricht 

dorn Berührungspunkt eine der oberen Grenzen 0, 1, ... od; denn nur 

für diese Wcrthe verschwindet j ; A' und somit die Zweideutigkeit der Coor- 
diuatcnausdrücke x,, x?, x 3 , wo: 

Daher ist dann: 



Lasst man ferner zur Bestimmung der y m die Curvo n—Z'" Ordnung durch alle 
Doppelpunkte, ausgenommen den x" n gehen und in zwei anderen Punkten je 
zweipuuktig berühren, so werden in (11.) alte Gleichungen, die </ - Producle 
enthalten, illusorisch, bis auf die diese wird für p=p' — ... =- A„ = 0: 



■ -i 



wo zugleich 
oder, vermöge III: 



>— 3 
1 



Jede andere Annohme von p, q, . . . h„ hatte dasselbe gelehrt. 

Die von Herrn C/e6*cA im §. 15 tiUrten geometrischen Sütse fahren 
alle fort sn gelten, wenn man darin: die Zahl der r fachen Berührungspunkte 
jedesmal, so oft sio vorkommt («4-1, /H-^+l)» um 1 vermehrt (weil die 
Zahl der Bedingungsgleichungen um eine zwischen Integralen erster Gattung 
vermehrt ist), die Zahl n.n — 3 überall um 2 vermindert, und wenn man 
endlich die Anzahl 4 der hypcrelliptischen Perioden statt 2 setzt, d. h. r fl+ *~*' 
statt r* ,? ~"'', r* statt r 7 , desgl. für r. — Nur eine Ausnahme isl zu notiren: 
für den Fall n = 4, u = 0, und r-=2m+l (wo m beliebig und der Grad der 
Schnittcurve isl) ist nämlich die Anzahl der möglichen Berührungspunkte 
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(2w»~l) 4 um den einen Fall zu vermindern, wo p = g — p' = g' — 0, wo also: 

»,+«1 = 0, «; + ^ = o, 

indem x t und x, hieraus nicht bestimmbar ist. 

Auch die Satte IV. (§. 16) lotsen sich hier reproduciren , wenn man 
die obenerwähnten Aenderungen vornimmt und noch folgende: 2" M ~*' durch 
die in V. aus Gleichung (10".) gewonnene Zahl: 2 M+i ~'' ersetzt; desgl. 

2 1 durch 2 2 und endlich 2 1 * durch 2 5 

Hieraus folgt für » = 4: die Anzahl der Doppellangenlen einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpuukt ist =16, mit einem Rückkebrpunkt 
:= 10 (s. V. am Ende). 

Sind P, Q, V, Q', U die Periodenzahlen für Schni'.lcurveu zweiter 
Ordnung mit einer Curve vierter Ordnung, so hat man durch Zerfällung der- 
selben folgende Sfltze: 

Von den 31 Systemen von Curven zweiter Ordnung, die in vier Punkten 
eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt zweipunktig berühren, ent- 
halten die 30, für welche P, Q, F, Q' nicht gleichzeitig Null sind, je vier 
Paare von Geraden, also je 8 Doppeltangenten; und diese 30 Systeme gruppiren 
sich tu Paaren so, dass jedes Paar alle 16 enthält. Somit kann jede Doppel- 
tangente, mit einer anderen gruppirl, als 15 Systemen tugehörig betrachtet werden. 

Und allgemein: die 2 7 Curven »-3" r Ordnung, weiche die Curve 
*»'" Ordnung mit - n ~-\ Doppelpunkten in " '*~ 9 +2 Punkten zwei- 

n.n— i ^ 

punkiig berührt, lassen sich auf ib. 2 1 Arten so in zwei gleiche Gruppen 

theilen, dass jede derselben 2~ ? ~ Paare von Curven »-3'" Ordnung liefert, . 
die einem und demselben System von Beruhrungscurven 2(n— 3)'" Ordnung 
zugerechnet werden können. 

Durmstadl, 1. October 1865. 
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Sur un eas particulier de la surface du quatrieme 
ordre avec seize points singuliers. 

(Par M. A. Cayley a Cambridge.) 



Dans la note „sur la surface des ondes" (lAoutsiUe t. XI, 1846) 
j'ai etudie soos le nom de tetraedroide la surface du quatrieme ordre douee de 
seize poinls singuliers, et qu'une transformation homographique fait naltre de la 
surface des ondes. Mon point de depart a ele la propriete fondauientalc suivanle. 

„Le tetraedroide est une surface du quatrieme ordre, qui est coupee 
par les plans d'un certain tetraedre suivant des paires de coniques par rapporl 
auxquelles les trois sommets du tetraedre dans ce plan sont des points con- 
jugues. De plus: les seize points d'interseclion des quatre paires de coniques 
sont des points singuliers de la surface, c'est ä dire des points oü, au Heu 
d'un plan tangent, il y a un cöne tangent du second ordre". 

Dans la meme note j'ai reconnu Texistence de seize plans singuliers qui 
louchent chacun la surface suivant une conique. II est interessant d'examiner 
de quelle maniere mes formules se rattachent ä Celles de M. Kummer 
dans ses belies recherches (Monatsbericht der Berliner Akademie für 1864, 
pp. 246-260 et 495-499) relatives ä la surface du quatrieme ordre 
douee de seite points singuliers. 



Parlant des formules de M. Kummer il couvient, pour plus d Sym- 
metrie, de changer les signes de a, f; puis en remarquant que dans V uation 
(3.) p.350 on doit avoir (voir p. 496) + |c/" au lieu de -\cf, l'equ on de 
la surfuce sora 

a'qV + 6VV + cy 9 ' + tfp V + e'qW +/ V 

+ 2bcp V + 2cepq t s - 2bfpr's - 2efqrs 1 

+ 2capq\ + 2afqr t s - 2cdqp*t - 2fdrps i 

+ 2abpqr' + 2bdrp 1 ,-2oerq'$-2depqi 1 -Agpqr* = 0. 
l*OOT donner les equations des seize plans singuliers de cetle surfa< ? pose 
«l'nbord pour abreger 

ad = a, be = (i, cf=y, 
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et je determine Ar au moyen de l'equation cubique 

yF+(-ir-i«+^+ir)Ä , +(-tf-i«-^+iy)*-« - o, 

puis j'introduis les quantites 

, b , d 
P - ■ +<* +f+T r+ T*' 

*' - -4* +*ir^-/ ,r • » 

enfin je denote par p„ J„ r„ p,, r,, ^, ?J , r„ «, ce qae de- 
viennent les quantites p\ q\ r, $' en y substituanl successivemenl pour * les 
trois racines k n *, de l'equation en k. Cela pose les seize plans sin- 
guliers sont donnes par les equations 

p =0, ?=0, r =0, 1 =0, 

Pi = 0, ?, = 0. r, = 0, *,=0, 

Vi = 0, 7, = 0, r, = 0, «, = 0, 

f> 3 = 0, fc = 0, r, = 0, «, = 0. 

En prenant une ligne quelconque /v ?.,»•,,*,) el une colonne quelconque 
(r, r t ,r„ r,), puis en omellanl le terme commun r,, on a une des seize com- 
binaisons (/>,, fr, r, r,, r,) de six plans qui se renconlrent dans un des 
seize points singuliers. 

Supposons que les plans p. »,, r t , 7, se renconlrent dans le meine point. 
Pour que cette circonslance ait lieu il faut que la condition M^'l" 1^ = 1 
011 ce qui est la mime chose Ajfi, — Ar,) — (kj — Ar 3 ) = 0 soit remplie; mais si 
cette condition est remplie, non seulement les plans (p, r,, q 3 ) se renconlrent 
dans le meme point mais aussi les plans (q, p, , , r } ) , les plans (r, 7, , p : , « 3 ) 
et les plans (*, r,, L'equation A 3 (*, — &,) — (*,— £,) =0 appartient 

evidemment ä un Systeme de six equations, el l'une quelconque de ces 
equations donnerait un resullat semblable; chacune de ces equations conduit, 
com me on va voir, ä une cerlaine relalion entre les quantites g, a, ß, y 
(ou g, a, by c, d, e, f) relation en vertu de laquelle la surface generale du 
quatrieme ordre douee de seize points singuliers se reduit au telraedroide. 
Pour former la relation donl il s'agit, il faul egaler ä zero le produit des six 
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Functions aualogues ä *,(*,-*,)-(*,--*,). Je forme d'abord le produil dea 
trois fonclions fcfc- Ja) -(*»-*)• *.(*,-*,)-(**-*,), *,(*,- 
Hl en representant pour an momenl lequation en k par aA 3 + S* 5 +c*+b = 0, 
oii Irouye que le produit des trois fonctioos est egal ä 

p + Q } <j ^ , 6 -r c) (Bc + 9ab) - 6 (ac 1 + b'bj 

+ (b + c - 2a - 2b) j'6V - 4b 1 b - 4ac 5 + 1 8abcb - 27a l b* 

et en subslituanl pour a, 6, c, b leurs valeurs a = y, 6 = -y-j«* 4/5+ \y, 
c _ | a — \ft+ Jy, b = -o, on trouve, toiite reduclion faite, 

p = -2^+^(i-« J -10^a/?) + 2(/?-y)(y-a)(a-^, 

Celo pose, i'equalion cherchee est P l -Q'J = Q, c'esl ä dire: 

a-Kr-^J)-/.4(^-r)(r-«)(«-Ä 

+# . 0*-r)<r - «) (« - 0 - 1 

Celle equation, dans laquelle o = ad, = 6e, y = c/*, conslitue la oondilion 
sous laquelle la surface de M. Kummer se reduil ä un tetraedroide. 



Je passe a present a mes formules de 1846. En ecrivunt pour plus 
de commodite f*, g\ h\ l\ m\ n 1 au lieu de f, g, k, l, m, n nion equation 
du tetraedroide est 

. X \ y\ «• --=0 

y » k 2 . r* m 

*>, g\ f\ . «' 

ou ce qui est la meine eboso 

{A, B, C, V, F, G, ü, L, M, N)(x\ y\ %\ w*? - 0, 

c'est ä dire 
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oü les coefficienls out leb valeurs 

A=2wtnY, Ä = 2»'/y, C = 2P*th\ D --■ 2f gk\ 

Les coordonnees des seize points singulicrs sont 

rt>,±A.±y,±/), (±A,0,±/;±»,), (±fc±/ f G,±a)), (±/,±»,±»,0), 
et les equations des seize plans siiiguliers snnl 

• ±«jr±m*±/» = 0, 
±«x • +/* ±gw - 0, 
±i»x±/y • ±hu> = 0, 

±/te ±yy±A* • 0. 

oü Ton donne des valeurs quelronques aux signes +. Pour compnrer ces pl 
aux plans do M. Kummer j'ecris lo tableau 

-ly ■ +htc -fv -gy~l> 



P, ?. r, $ 
Pii7i« r i>*i 
Pt» ?•>''.»*. 



— nx ■ -f 1% -j-gtc 
mx-f/y • -{-kto 

— **» +»— *» • 

• -«y-ms+Ae 



mix 



-nx 



gy+h* ■ 
ny -\-m*-\-fw 

■ — h +gw 



ny-m*-r» 
—fix • -(-/» — g*j 
mx- ly • —hto 



• . +ny—nu+fto 
nx • -f-?«o 
mx—ly . -j-Air 
fx-gy-h* ■ 

et j'obtiens les valeurs suivantes 

p « . «y- ma f/Vr, 

r = »ix- /y • + Awr, 

$ = -fx -gy-ks • 

En resolvant ces equations par rapport ä r, y, *, w el en posant pour abreger 
6 = lf+mg+nh, on trouve 

6x = ■ ~hq i gr— U, 

Oy — kp • --fr — m, 

0* = -9P+fa -*»> 

Ow = ip 4-mq+nr • . 
valeurs qn'il s'agit de »ubstituer dans l'equatlon 

U= (A f B t C, D, F, ü, H, L, M, N)(x\ y ? , **, ip 5 ) 1 « 0 
de la surfnce dont il est question. 

37* 
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De l'expression de U en p, q, r, $ je ne considere d'abord que le terrae 



mulüplie par py . 


Designons par (5 le coeffi« 


Stent de py daoa 0*17, not» auro 




x2rm'A' 1 


i 












+*r 


x2f( r/ , -»y-Hi , A l )i 








xam^-r/^+wy-»** 1 )' 


| = 2A l , 


!+/ (-"*+/-*) 


+A« 


x2»l 1 (-/ 7 A , -^^•y+" , * , ) 




+ AT 


x2f'( rf-mY-n'h 1 )] 




+«"( <W-*'j 


+AV 








+(/Y Q +*y-4ta/fr) x 2A J £-#•/• -»y 




+ (^ + /_4,>-)(_i*_/ + ^) 



les lettres i, j. A etant introduites pour designer les prodoils 



lf=i, av=j, nh = k. 
Apres toutea les reductions on obtient 

£ = M{(i+jr-k*y = 2A , (i+j4-*) , (-i-i+ A)' = 2A , 0 I (-i 
pour le coefficient de p'q 1 dans ou ce qui est la meine chose 

pour le coefficient de p'q 2 dans {6'U. 

En calculant de meine les aulres coefficients de \8 L et en ecrivant 
pour abreger 

i—j—k= lf—mg—nk = a 
-i+j-k=-lf+mg-nh = b 
-i-j+k = -lf-mg + nk = c 
Tequation transformeo sera 

f 1 a'q 7 r 7 + g 7 b 7 r 7 p 7 + A VpV + / Vp V + «' b 7 *' + »* cV «* 
-f 2gkbcp 7 qr + 2hmbcpq 7 s — 2gnbc pr 7 a — 'Zmnhc qrs 7 
-\-2hfcapq*r + 2fnca qr 7 $ —2klca qp 7 $ — 2nlca rpt 7 
-\-2fgabpqr 1 +2glab rp 7 * —2fmabrq 1 8 2lmabpqt 1 
— {b — e){c—a){a-b)pqr$ = 0. 

En posant 

a' = /b, d*=fa, _4/ = (6-c)(e-o)(a-p), 
6' = ^, e' = mA, 
c' = Ac, /•' = »c, 
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les quantites o', b', c*, <f, f, g' sont Hees .par une relation. Pour en 
proaver l'existence on n'a qu'a faire 

a'i = a' y b'e' = F, c'f' = y 
et ä se servir des expressions de a, b, c en f t g, h, /, m, », alors on obtient 

-2«' = «*(d+c), 

-2(f = 6 J (c+a), 

-2/ = c*(a+6), 

-ig' = (6-c)(c-«)(«-6), 
equations, qui impliquent une relation entre a', ff, y, g'; mais en supposant 
que a', b% c', <f, e\ f, g 1 soient des quantites qui satisfont a cette relation, 
il existe toujours des valeurs oorrespondantes de f, g, h, /, m, n, c'est a dire 
que l'equation du tetraedrolde est identique avec celle de M. Kummer toutes 
les fois que les coefficients u, b, c, ä, e, f, g de .cette derniere sont lies par 
une certaine relation. Ecrivons comme auparavant aä=a t be=ß, cf=y, 
cette relation se trouve en eliminant a, 6, e entre les equations 

-2a = a*(6 + c), 
-2/9 = o'(c+a), 
-2y = c'(a+o), 
-4g = (6-c)( c -a)(«-6), 

et il ne sagit que de prouver l'identile de cette relation avec celle que nous 
avons trouvee ci-dessus par d'autres conrideraUons. 
J'introduis les nouvelles notations 

«+ß+y = a+6+e = », 

ßr+r a + <*ß = -tQ, bc+ca+ob=q, 
aßy » — \R, abc = r, 

je forme l'expression 

2 (ß-y) = -{bc+co+ab)(b-c) = -q(6-c) 
et les deux expressions analoges pour 2(y-o), 2(o-/9); J'en deduis le resultat 

8(/9-/)(y-«)(«-/?) = -9 , (6-c)(c-a)(«-6), 
enfin je note les equations 

(b-cy(c- a y(a~by = -4q s +pV+18Mr-27r'-4|> J r, 
P = pq-3r, 
Q = q , -2 M r + 3r 1 , 
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qui donnenl In transformation de leurs premiers mcmbres en fonction de p, q, r; 
rela pose cl Ä Kaido de ces valeurs on forme le* egalites 

r>i2G?-yX>-«X«- /*V - C- 4q , + ^qM8 W r-27t -4»> , r)q'(6-«)*(c-«)V-6) t 

USCrWiASmW-mßytf -( 6q»-p»q'-18 P qr*27tV2^)q , (6-c)'(cv-a)»(a-6)' 

W -^'0~«)>-/»)' ( q' WM'C'-'O'C«-*)* 

qui multipiiees p» l, 9, 1, 4, ajoulee* ensemble et divisees par 128 con- 
duisenl b lcquation finale 

idenlique avcc teile que Ton a trotivee i'i-dcssus. ce qui acheve la demon- 
stratio!! quo Ton avait en vue. 

Cambridge. 18 mai 1865. 
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Satz aus der Störungstheorie. 

(Atniug au« <>inem Schreiben an den Hertasgeber.) 
(Vou Herrn Scheibner m Leipzig.) 



sei M die Sonne, m ein Planet mit der elliptischen mittleren Ent- 
fernung a, Excentricitat e, mittleren Anomalie g = »/+<•, so das* a*n 2 — x\M+m). 
Es sei ferner ju ein Komet, Asteroid oder Mond mit zu vernachlässigender 
Masse, so kann man die vollständigen Bewegungsgleichungen von p in fol- 
gender strengen Form aufstellen. 

Ueber der Länge a als Grundlinie construire man aus den drei Massen 
ein fletiee* Dreieck Jf'«iV, dessen drei Seiten M'tn = a, M'u' — R y m'ft' = r 
den entsprechenden Seilen des wahren Dreiecks Mmp der drei Körper parallel 
sein sollen. Bezieht man dann die Lage von /*' auf ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensy stem, dessen Ursprung im Schwerpunkt von a liegen mag, dessen 
x-Axe durch M' gehen und dessen xy- Ebene der Ekliptik oder Ebene der 
Planetenbahn parallel sein soll, so ergeben sich die Differentialgleichungen 

(l+..os,;(£ + 2„-£) = *, 

wo iw AMrilnung 

geschrieben ist. Den (letzten) Multiplicator dieses Gleiehungensystems erhält 

man ohne Schwierigkeit. Da hiur unter / nicht die wahre, sondern eine 

fictive Zeit »erstanden wird, so hat man, um nach geschehener Integration 

die Lage von /* zu fludeu, für du* Verhfiltniss der Seiten des wahren und 

des üctiven Dreieckes den Werlii 1 — ec : 1 -f ecosy zu benutzen. 

Fßr e = 0 fallt das ßclive mit dem wnhren Dreiecke zusammen; man 

diesen Fall als das ungestörte Problem betrauhten, wobei die Producte 

ecoeg cU ecosg aU evosg dU 

l-fecos0 dx ' \-\-evotff öy 1 i + evosg ~3t 
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die störenden Kräfte ausdrücken. Schreibt man dann 

so nehmen die ungestörten Differentialgleichungen die canonische Form an 

Jf_ dH dy ÖH dz dH 
dt ~ "Sf' -dT- -dT= 

rf l - « d V dH <% dH 

dt 3* ' dt ~ ~5y~ * ~dT = --dT' 

Da # einer Constanten gleieh ist, der leiste MulÜpUcator die Einheit wird 
und die unabhängige Variable / nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 
drei Integrationen zu leisten, um die Aufgabe for e = 0 auf Quadraturen zu _ 
rflckzufOhren. 

Deeember 1865. 
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Ueber einige besondere Punkte des Tetraeders. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



D er ans den Elementen bekannte Satz, dass der Schwerpunkt, der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises und der Schnittpunkt der Höhen eines 
Dreiecks auf einergeraden Linie liegen, hat in neuerer Zeit dadurch an Interesse 
gewonnen , dass Joachitnsthal einen analogen Salz im Räume gefunden hat, 
nämlich, dass bei einem Tetraeder der Schwerpunkt desselben, der Mittelpunkt 
der ihm umschriebenen Kugel und der Mittelpunkt des durch seine Höhen als 
Generatrices bestimmten Hyperboloids auf einer geraden Linie liegen. Bei 
einer Untersuchung der gegenseitigen Beziehungen homologer Tetraeder haben 
sich mir weitere Analogieen des angeführten Satzes ergeben, durch welche 
sich einige Fragen erlodigen, welche bisher als unbeantwortet zu betrachten 
sind, und von denen ich hier nur die folgenden zwei hervorhebe. 

Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks J ist bekanntlich der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises desjenigen dem gegebenen Dreieck 
ähnlichen Dreiecks J, , dessen Seiten durch die Eckpunkte von J parallel den 
jedesmaligen Gegenseiten dieses Dreiecks gelegt sind. Der Sleinersche Satz von 
deu Höhen des Tetraeders (Bd. 2, p. 97 dieses Journals) führt zu keinem Punkte, 
welcher für das dem gegebeneu Telraeder T umgeschriebene ähnliche Tetra- 
eder T, , dessen Seitenflächen den correspondirenden Flächen von T parallel sind, 
eine gleiche Rolle spielen möchte, als der Mittelpunkt der umgeschriebenen 
Kugel bei dem Tetraeder T; dem Mittelpunkte wenigstens des Hyperboloids, 
auf welchem die Höhen des Tetraeders T als Generatrices desselben Systems 
liegen, kommt die angedeutete Eigenschaft nicht zu. Was ferner den Joachims- 
/Aa/schen Satz betrifft, nach welchem die Mittelpunkte des Höhenbyperboloids 
und der umgeschriebenen Kugel gleichweh vom Schwerpunkte des Tetraeders 
abstehen, so muss beim Vergleich desselben mit dem entsprechenden Satze in 
der Ebene auffallen, dass im Räume die Analogie fehlt für die Eigenschaft 
des gemeinschaftlichen Schwerpunktes der beiden Dreiecke J und J, als 
ihres inneren Aebnlichkeitspunktes, welcher Eigenschaft gemäss sich die Ab- 
stände des Höhenschnittpunktes und des Mittelpunktes des dem Dreieck J 
umschriebenen Kreises vom Schwerpunkte wie 1 : 2 verhalten. 

Journal ftlr Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 38 
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Herme*, über einige besondere hinkte des Tetraeders. 



Es wird sich in dorn Folgendem zeigen, dass durch die Vermittelung 
noch anderer Punkte, als der bisher in Betracht gezogenen, diese und ähn- 
liche Fragen ihre Erledigung finden. 

S 1. 

Man kann in dem Satze, von welchem oben ausgegangen wurde, den 
Schiiittpunkl der Höhen eines Dreiecks ABC ersetzen durch jeden beliebigen 
Punkt p der Ebene desselben und erhält dann einen dem Mittelpunkte des 
dem Dreieck umschriebenen Kreises entsprechenden Punkt p t als gemeinsamen 
Schnittpunkt des durch die Mittelpunkte o,,, />„, c der Dreiecksseiten BC, CA, 
AB bezüglich zu den Verbindungslinien Ap, Bp, Cp parallel gezogenen 
Geraden: die Punkte p und j>, liegen mit dem Schwerpunkte p„ des Dreiecks 
auf derselben geraden Linie und e9 ist auch hier pp lt = 2p,p %) . Weniger be- 
kannt scheint eine naheliegende weitere Verallgemeinerung des letzten Satzes 
zu sein, bei welcher der Schwerpunkt des Dreiecks durch den Pol p„ einer 
beliebigen Transversale («7} in Beziehung auf das Dreieck ersetzt wird, und 
doch empfiehlt sich gerade diese Verallgemeinerung durch die Einfachheit ihrer 
Beweisführung. 

Bezeichnet man die zu den Schnittpunkten der Transversale (g) mit den 
Dreiecksseilen in Beziehung auf die Endpunkte der jedesmaligen Seite con- 
jugirten harmonischen Punkte durch «,,, A,„ c,„ welche Punkte kurz die Pole 
der Transversale (g) in Bezug auf die Dreiecksseiten heissen mögen, so sind 
die Dreiecke ABC und a,,6 1( c„ bekanntlich homolog (collinear) für die A\e 
[g) und das Centrum />,„ indem die Geraden Aa,,* Bb„, Cc,, sich in p„ durch- 
schneiden und die Schnittpunkte der correspondirenden Linienpaare (BC, 6„c„), 
(CA, c.o,,), (AB,a„b„) auf der Transversale K g) liegen. Wenn man also die 
Verbindungslinien der Eckpunkte A, B, C des gegebenen Dreiecks mit dem 
beliebig gegebenen Punkte p der Ebene bezüglich verlängert bis zu ihrer 
l)urch«rhneidung mit der Transversale (g) in den Punkten a, b, c, so durch- 
schneiden sich auch die Verbindungslinien oo,,, 66,,, es, in demselben Punkte 
p M welcher mit p und dem Collineationscentrnm />„ auf derselben geraden 
Linie liegt, und es ergiebt sich 

pjt Aa, . Aa f_ Bb 9 # Bb _ Cc t m Cc \ 
P,P. ~ P. a o ' P° ' v PA ' P b P„ c » ' P c 

Man hat demnach den folgenden Satz: 
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I. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Ecken eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte p der. Ebene eine eben- 
falls beliebig gegebene Transversale durchschneiden, je mit den Polen 
dieser Transversale in Bezug auf die correspondirenden Gegenseilen des 
Dreiecks verbindet, so durchschneiden sich die drei Verbindungslinien in 
demselben Punkte /»„ welcher mit dem Punkte />„, dem Pole der Trans- 
versale in Besiehung auf das Dreieck, und dem gegebenen Punkte p auf 
derselben Geraden liegt. 

Die Punkte p und />,, welche im Folgenden wiederholt in Betracht 
kommen, mögen kurz conjugirte Punkte heissen, und die gerade Linie pp„pi 
Pollinie der Transversale in Beziehung auf das Dreieck. Die Punkte p und 
//, sind ebenso conjugirte Punkte, wenn die Transversale im Unendlichen liegt, 
also p„ der Schwerpunkt des Dreiecks wird, die Pollinie heisse alsdann Mittel- 
linie, und zwar im Besonderen, wenn p und p t bezüglich der Höhenschnitt- 
punkt und der Mittelpunkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises sind. 

Der analytische Beweis des Satzes (I.) gewahrt für die aus diesem 
Satze zu ziehenden Folgerungen gewisse Vorlheile, weshalb derselbe hier eine 
Stelle Cnden möge. 

Das Dreieck ABC sei das Cnordinatendreieck und die Gleichung der 
Transversale (g): 

also ihr Pol in Beziehung auf das Coordinatendreieck 

( u v 

Als die Pole der Transversale (g) in Beziehung auf die Dreiecksseiten er- 
geben sich die drei Punkte: 

b t , : « = 0, y = -f , 

Ot u 

nimmt man diese drei Punkte als Eckpunkte eines neuen Coordinatendreiecks 
a,,6oC„ so ergeben sich als die Gleichungen der Seiten (,,, «,,. ©„ dieses 
Dreiecks: 

38» 
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y r + « + /? ' 
und daraus umgekehrt: 

(2 .) 2-L-%+±, 24=-?«.+^, 2^-^+4, 
vy « ß r ß f * 1 r * ß 

und 

die Gleichung der Transversale (y) also ist fQr beide Coordinatendreiecke 
dieselbe. Ebenso werden die Gleichungen des Pols der Transversale (g) in 
Beziehung auf das Dreieck ABC 

w • * r ' 

d. b. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Transversale (^) in Beziehung 
auf das zweite Coordinatendreieck <*A.<\. 11,1,1 hat ausserdem für dieses Dreieck 
dieselben Gleichungen wie für das Coordinatendreieck v4/?C 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatendreiecks, 
z. B. durch den Punkt A, eine beliebige gerade Linie gezogen 

so ist ihr Schnittpunkt a mit der Transversale (g): 



oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante o u einführt, durch die 
Gleichung 

(6 .) ^.+^+^..0, 
so wird der Schnittpunkt a: 



(7.) J- = -^ = _ü. 
a « « 



Geht man vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensystem A„ *„ t>„ 
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Ober, so ergeben sich als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 

(8.) A. = JLl = _^, 
«,i ' 

ganz abereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes in dem ersten 
Systeme /,«,», und demnach wird auch die Verbindungslinie a^a dargestellt 
durch die Gleichung 



(9.) 



d. h. die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Transversale (g) mit 
den correspondirenden Ecken der beiden homologen Dreiecke ABC und a^hc» 
werden bei Zugrundelegung des einen oder de* anderen Dreiecks als Coor- 
dinatendreiecks durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 

Hierauf beruht der analytisch, Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien und der durch ihre Durcbschneidung sich ergebenden Punkte, 
nämlich dass sich alle Situationseigenschaften des Systems ABC ungefindert 
auf das System dAc,, übertragen. Denn wenn man z. B. durch die Eck- 
punkte A, B, C des ersten Dreiecks bezüglich die beliebigen Geraden zieht 

(10.) JL = _£_, JL = _L, J « 

welche die Transversale (g) in den Punkten a, b, c durchschneiden mögen, so 
sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden Ecken 
des Dreiecks oAc, bezüglich 

Wenn jetzt für die Constanten a a die Bedingung a a = a H erfüllt 
d. h. der Werth dieser Constanten unabhängig ist von der Stellung 
Indices, so gehen die Geraden (10.) durch den Punkt 

p : a^t -- u n u - ß,,r 

und demnach die Geraden (11.) durch den conjugirlen Punkt 

Pi : aa4> = a,,ttü = ai!t>u. 

Die Gleichungen des Punktes p t für das Coordinatensy stein (I, u, e) werden 
die folgenden: 

und es ist sofort zu sehen, dass dieser Punkt mit den Punkten p und p u auf 
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derselben Geraden liegt, u8mlicb 

(«0 T(^-^)+7(^-t-) + 7(t-^) = 0 - 

womit der Satz (I.) bewiesen ist. 

Abgesehen von den weiteren collinearen Beziehungen aller von den 
beiden conjugirten Punkten p und p, beschriebener Figuren, sei hier des Fol- 
genden wegen nur noch hervorgehoben, dass man den Punkt p ansehen kann 
als deu Pol der Transversale (g) in Beziehung auf einen bestimmten, drei 
beliebig angenommene Punkte A, /i , v enthaltenden Kegelschnitt (/f), und 
dass dann der Punkt p, der Pol ist derselben Transversale in Beziehung auf 
den collinearen Kegelschnitt (/£,), d. h. welcher die drei conjugirten Punkte 
i M u,, v v enthalt, und für welchen die Verbindungslinien aller Punkte mit 
den correspondirenden Punkten von (K) durch den Punkt //, gehen, während 
die correspondirenden Sehnen beider Kegelschnitte sich in Punkten der Trans- 
versale (g) durchschneiden. Wenn im Besonderen (g) im Unendlichen liegt, 
$n wird der gemeinschaftliche Schwerpunkt der beiden Dreiecke ABC und 
«,,ö ( ,C,, Achnlichkeitspunkt der beiden Kegelschnitte (Ä) und (Ä - ,), ferner 
werden p und p, ihre Mittelpunkte und die correspondirenden Sehnen ein- 
ander parallel; wenn also {K) ein Kreis ist, so wird auch (K t ) ein Kreis. 
Die letzte Annahme entspricht den Punkten p und p, als Höhenschnittpunkt 
und Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 

§ 2. 

Um jetzt die analogen raumlichen Eigenschaften zu entwickeln, denke 
man sich durch ein beliebig gegebenes Tetraeder ABCD die Transversalebene 
(E) gelegt und zu den Schnittlinien derselben mit den Tetraederflfichen in 
Beziehung auf die zugehörigen Seitendreiecke die Pole conslruirt, welche 
Punkte kurz die Pole der Transversalebene in Beziehung auf die Tetraeder- 
flächen heissen und den Gegenecken entsprechend durch .1,. B . C, D„ 
bezeichnet werden mögen, so sind die Tetraeder ABCD und A^B^CD,, be- 
kanntlich homolog (collinear) für die Ebene (£,, indem die correspondirenden 
Seitenflachen beider Tetraeder sich in Geraden der Ebene (E) durchschneiden: 
die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte .1.1 . ßß„, CC, . DD,, 
geben durch denselben Punkt P, t , den Pol der Ebene (E) in Beziehung auf 
das Tetraeder, und dieser ist darum das Collineationscentrum der beiden Te- 
traeder. In dem besonderen Falle wo die Ebene (E"\ im Unendlichen liegt, 
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werden A>, ß,-, C;,, D u die Schwerpankle der Seitendreiecke, die entsprechen- 
den Tetraoderflüchen einander parallel, Ferner wird P„ der gemeinschaftliche 
Schwerpunkt oder der innere Achnlichkeitspunkl der beiden alsdann ähnlichen 
Tetraeder. 

Es sei AßCD das Coordinntentetraedcr und zwar seien der Reihe nach 
die Dreiecke BCD, CDA, DAß, ABC die «-, v-, w- Ebene, ferner die 
Gleichung der Transversalebene 

*■ 1 + 7 + 7+7 = 0, 

so sind die Pole derselben in Beziehung auf die einzelnen Tetraederflächen: 



Au 
C, 

Da 



/=0, 
t» = 0, 
0 =0, 
ic =0, 



a 

J_ 
a 

J_ 
a 



U 0 10 

= T = T' 



u 

7 

u 

7 



T 1 



deren Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenecken von AßCD alle 
durch den Punkt 

den Pol der Ebene . £; in Beziehung auf das Tetraeder, gehen. Nimmt man 
jetzt die Punkte An C>, ß.i als Eckpunkte eines neuen Coordinaten- 
telraeders, so sind die Seitenflächen B„Q,D„, CQuA,, D„A„B,„ AÄ.C, 
desselben der Reihe nach: 



(1.) 



fl 



y T d + a 



ß 



2t> u> , t 



M 



- ~~ö 



2u> t u 



woraus sich umgekehrt als Ausdrücke der alten Coordinaten durch die neuen 
ergeben: 
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and demgemäss 

die Gleichung also der Transversalebene (E) ist für beide Coordinatentetraeder 
dieselbe: ebenso werden die Gleichungen des Pols der Ebene (E) für das 
Tetraeder ABCD: 

d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Ebene (£) in Bezug auf das 
xweite Coordinatentetraeder A AI B 0 C l) D u und hat ausserdem für das System 
(<,„ u„, e 0 , w u ) dieselben Gleichungen wie für das System (**,»,©,»). 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatentetraeders, 
z. B. durch A, eine beliebige gerade Linie gezogen: 



°.t °ll °I4 



so ist ihr Schnitlpunkt a mit der Transversalebene (E): 

J_ 

a _ _u_ ja_ w 

? + y + a 

oder, wenn man der Kürze wegen die neue Constante a„ einführt durch die 
Gleichung 

(»0 + = 0, 

so wird der Schnittpunkt a: 

(7.) -L = JL = JL = _!L. 

Geht man nun vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensyslem 
ip 1( ) über, so ergeben sich nach Hinweghebung des Factors (-^-) 
als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 

ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes im System 
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(/,«,©,«?), und demnach wird auch die Verbindungslinie A„a durch die 
Gleichungen 




ausgedrückt, welche mit den Gleichungen (5.) übereinkommen, d. h. 

die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Transversalebene (E) 
mit den correspondirenden Ecken der beiden homologen Tetraeder ABCD 
und A,B u (\,D fi werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen 
Tetraeders als Coordinatentetraeder durch dieselben Gleichungen ausgedruckt. 
Hierauf beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien: es wird sich zeigen, dass durch die Verbindung der Punkte 
der Ebene (E) mit den entsprechenden Eckpunkten der beiden homologen 
Tetraeder ABCD und AgB^D,, sich vier Paare conjugirter räumlicher Sirahlen- 
büschel ergeben, welche einander in der Weise entsprechen, dass alle Situations- 
eigenschaften, welche den einen zukommen, sich ungeandert auf die anderen 
conjugirten abertragen lassen. 

Es seien die durch die Eckpunkte A, B, C, D des ersten Tetraeders 
gezogenen Geraden bezüglich 









V 

«„ 




"«TT 


» 


t 










u> 




< 


u 




























u 

~ «i7 













welche die Transversalebene (E) in den Punkten a, b, c, d durchschneiden 
mögen, so sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden 
Eckpunkten des Tetraeders A,B„C»D in bezüglich 
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ganz dieselben Gleichungen im System (/„,*„«„,»,,) wie die Gleichungen (10.) 
im Syslem {t,u,v,u>); demnach kommen alle einer beliebigen Bedingung zwischen 
den Constanten o, 4 entsprechenden Eigenschaften des ersten Systems (10.) 
von Geraden ungeändert dem zweiten System (11.) von Geraden zu, d. h. 
die beiden Systeme von Geraden, welche oben als conjugirte bezeichnet 
wurden, stimmen in allen Situationseigenschaften überein. 

Wenn man also zunächst annimmt, dass a ik = a t , l , d. h. dass die Coef- 
firienten in den einzelnen Verticalreihen einander gleich sind, die Linien (10.) 
»lso durch denselben Punkt gehen, so haben die Linien 11. dieselbe Eigen- 
schaft, und /war entspricht dem gemeinschaftlichen Schnittpunkte der ersteren: 

P . ± = iL = JL = JL 
o, a, a, a 4 

als gemeinschaftlicher Schnittpunkt der letzteren der Punkt 

Nennt man jede zwei Punkte (wie P und />,), welche in beiden 
Coordinalensystemen durch dieselben Gleichungen dargestellt werden, conjugirte 
Punkte, so hat man jetzt nur noch zu untersuchen, welche Lage conjugirte 
Punkte zu P u haben; es ergiebt sich, dass sie mit P„ auf derselben Geraden 
liegen. Denn betrachtet man etwa die dem Punkte a der Transversalebene 
zugehörigen conjugirten Geraden Aa und 1 a , so liegen dieselben mit M, 
in derselben Ebene, dasselbe also gilt aach für die auf diesen Geraden bezüglich 
liegenden Punkte P, P, und jP„; aus demselben Grunde liegen diese drei 
Punkte auch in jeder der drei übrigen Ebenen B6ß„ Ccü>, Ddö u , also in 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser Ebenen, einer geraden Linie. 
Weiter erhalt mau, wie früher pag. 294, aus dem Dreieck aPP t , durch- 
schnitten von der Transversale (/»,„ A,,,A): 

, 0 P t P AA. . Am/ BB 9 _.Bb__CC^ _ . W\ 
i 13S, J >,/'„ " P.A. • Pa \~ P.B, ■ Pb ~ P Q C; • Pc P.D. • PdJ' 

Man hat also den foluenden Satz: 

II. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Ecken eines Tetraeder» mit einem beliebigen Punkte P des Raumes eine 
ebenfalls beliebig gegebene Tränst ersalebene (E) durchschneiden, je mit 
dem Pol dieser Ebene in Bezug auf die correspondirende Gegenfläche des 
Tetraeders verbindet, so durchschneiden sich die vier Verbindungslinien in 
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demselben Punkte P, , weicher mit dem Punkte P„ , dem Pol der Trans- 
versalebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder, und dem gegebenen 
Punkte P auf derselben Geraden liegt. 

Wenn im Besonderen die Transversalebene (E) Ins Inendliche rückt,- 
so werden die Linien Aa, Bb, Cc, Dd bezüglich parallel den Linien ,4a,,, 
/?&„, Cc,,, Da\i, die Punkte A><> /?„, C ( , D u die Schwerpunkte der Seiten- 
dreiecke und demgemäss P„ der Schwerpunkt des Tetraeders ABCD, ferner 
werden in den Relationen (12.) die Verhältnisse der unendlich langen Strecken 

"T^T' "?P 'S"' W £ lei ° h der EinDelt und <,emnach diese Relationen selbst: 

P u also theilt dio Verbindungslinie jeder zwei conjugirten Punkte /' und P, 
in demselben Verhältnisse wie die Verbindungslinien der correspondirenden 
Punkte der beiden ähnlichen und in Beziehung auf P„ als inneren Aehnlich- 
keitspnnkt ähnlich Hegenden Tetraeder ABCD und A ,/* ' ,/>„, d. h. P„ ist 
auch der innere Aehnlichkeitspunkl für jede zwei von den conjugirten Punkten 
P und P, beschriebenen zusammengehörigen Systeme, also: 

III. Wenn man durch die Schwerpunkte der Seitenflächen eines Te- 
traeders Parallelen sieht zu den Verbindungslinien der entsprechenden 
Gegenecken mit einem beliebigen Punkte P des Raumes, so durchschneiden 
sich dieselben in demselben Punkte P n welcher mit P und dem Schwer- 
punkte P t , des Tetraeders, P„ zwischen P und P x , auf derselben Geraden 
liegt und zwar so, dass 

P,P = 4P,P„. 

Eine Fläche des zweiten Grades (F) ist bekanntlich vollkommen be- 
stimmt, wenn von ihr vier Punkte gegeben sind und ein Poltetraeder, d. Ii. 
ein Tetraeder, von welchem jeder Eckpunkt der Pol ist des gegenüberliegen- 
den Seitendreiecks in Bezug auf die Fläche (F). Nimmt man nunmehr mit 
Berücksichtigung des Theorems (II.) an, dass der beliebig gegebene Punkt P 
für eine durch irgend vier Punkte Ä, B, C, D' gehende Fläche (F) der 
Eckpunkt ist eines Poltetraeders PQRS, wo Q, R, S in der Transversalehene 
/•; liegen, so bestimmt der conjugirte Punkt F, als vierler Eckpunkt eben- 
falls mit den Punkten Q, R, S ein Poltetraeder für diejenige Fläche des 
zweiten Grades (F ( ), welche die den vier Punkten Ä, Bf, C, D' conjugirten 
Punkte Ä t , CJ, D t enthält. 

5*Q » 



304 Hermes, über einige besondere Punkte des Tetraeders. 



Um nunmehr, diess vorausgesetzt, der Analogie für die Eigenschaft des 
Höhenschnittpunktes eines Dreiecks ABC als des Mittelpunktes des Kreises, 
welcher dem conjugirten ahnlichen Dreieck A X B X C X umschrieben ist, näher 
zu kommen, nehme man an, dass die Transversalebene im Unendlichen 
liegt, und dass die vier Punkte Ä, ff, C, D' die Eckpunkte sind desjenigen 
dem Tetraeder ABCD umschriebenen Tetraeders, dessen Seitendreiecke denen 
von ABCD parallel sind. Alsdann kann man P ansehen als den Mittelpunkt 
einer bestimmten dem Tetraeder Äff CD' umschriebenen Fläche des zweiten 
Grades (F), von welcher ein System conjugirter Durchmesser der Richtung 
nach bestimmt ist. Der conjugirte Punkt P, wird unter dieser Voraussetzung 
der Mittelpunkt derjenigen dem gegebenen Tetraeder ABCD, welches dem 
Tetraeder Äff CD' conjugirt ist, umschriebenen Fläche des zweiten Grades 
(F,), von welcher ein System conjugirter Durchmesser dem der conjugirten 
Fläche (F) zu Grunde liegenden System von Durchmessern parallel ist. Wenn 
man endlich als den Punkt P den Mittelpunkt wählt der dem Tetraeder Äff CD 1 
umschriebenen Kugel, für welche also jede drei auf einander senkrechte Axen 
als ein System conjugirter Durchmesser angesehen werden können, so wird 
auch der conjugirte Punkt P, der Mittelpunkt einer solchen dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Fläche des zweiten Grades, für welche jede drei auf 
einander senkrechte Axen ein System conjugirter Durchmesser bilden, also eine 
Kugel, d. h. 

IV. Es »ei einem Tetraeder (T) ein »weite* (T) umschrieben mit 

^} €s\f* fJ ^^^^J s^^€'t ttsU jf^M * tl f f i //■ JJf (~1 ti ( i ' ( 1 / fi tt (~f f l f* t t\ fäf 1 ^} ^J^^?J* 

Seitenflächen von (T) Parallelen zieht *« den Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Gegenecken mit dem Mittelpunkte M der dem Tetraeder (T f ) 
umschriebenen Kugel, so durchschneiden sich diese tier Parallelen in dem 
Mittelpunkte M l der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel; es liegen 
M, M, und Fy, der Schwerpunkt des Tetraeders, F„ z wischen M und Jlf,, 
auf derselben Geraden, und zwar so, dass 

M,M = AM t P 9 . 

Nimmt man umgekehrt Jf,, den Mittelpunkt der dem Tetraeder (T) 
umschriebenen Kugel, als gegeben an, so erhält man den Mittelpunkt M der 
dem Tetraeder (T') umschriebenen Kugel als gemeinschaftlichen Schnittpunkt 
der durch die Ecken des Tetraeders (T) parallel zu den jedesmaligen Ver- 
bindungslinien der Schwerpunkte der entsprechenden Gegenflächen mit Jf, 
gezogenen Geraden Man kann annehmen, dass diese Parallelen AM, BM, 
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CM, DM in Ebenen liegen, welche durch die Ecken des Tetraeders (T) 
parallel gelegt sind zu den Ebenen, welche die Verbindungslinien A»M t , 
H,Jfj, C 0 i/ M D„M, und bezüglich die Mittelpunkte der den Dreiecken BCD, 
CDA, DAB, ABC umschriebenen Kreise enthalten, d. h. welche senkrecht zu 
diesen Telraederflächen und parallel den ihnen zugehörigen Mittellinien gelegt 
sind. Wie man also in der Ebene die beiden Sätze vom Mittelpunkte des 
umschriebenen Kreises und dein Schnittpunkte der Höhen eines Dreiecks, wie 
folgt, aussprechen kann: 

Die Geraden, auf den Seilen eine* Dreiecks (J) senkrecht in den 
Mittelpunkten derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittelpunkte M, 
des dem Dreieck (J) umschriebenen Kreiset, und 

Wenn man dem Dreieck (J) ein »weites Dreieck [S) umschreibt 
mit parallelen Seilen, so durchschneiden sich die aus den Ecken von (J) 
auf die Gegenseiten gefällten Senkrechten in dem Mittelpunkte M des dem 
Dreieck (J') umschriebenen Kreises. Die beiden Mittelpunkte M und M t 
sind conjugirte Punkte für den inneren Aehnlichkeiispunkt /*,„ den ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt und Aehnlichkeiispunkt der beiden Dreiecke 
(.4) und (J); 

so kann man den beiden entsprechenden Sätzen im Räume folgende Form geben: 
V. Die Ebenen, auf den Seitenflächen eines Tetraeders {T) senk- 
recht in de» Mittellinien derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittel- 
punkte M, der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel, und 

Wenn man dem Tetraeder (T) ein »weites Tetraeder (T) umschreibt 
mit parallelen Seitenflächen, so durchschneiden sich die aus den Ecken 
von [T) auf die Gegen flächen senkrecht und den auf diesen Flächen 
liegenden Mittellinien parallel gelegten Ebenen in dem Mittelpunkte M 
der dem Tetraeder (7") umschriebenen Kugel. Die beiden Mittelpunkte 
M und M, sind conjugirte Punkte für den inneren Aehnlichkeiispunkt P,,, 
den gemeinschaftlichen Schwerpunkt und Aehnlichkeiispunkt der beiden 
Tetraeder (T) und (7"). — 

Die Sätze II. bis V. haben sich ergeben aus den allgemeinen Beziehungen 
der conjugirten Verbindungslinien ((10.) und (11.)) der entsprechenden Eck- 
punkte der beiden homologen Tetraeder ABCD und A^B^D» mit beliebigen 
Punkten der Collineationsebene, und zwar unter der Annahme, dass diese 
Verbindungslinien zu vier sich in demselben Punkte durchschneiden. Macht 
man für die Constanten a A in den erwähnten Gleichungen andere Annahmen, 
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so ergeben sich andere Sätze: wir beschränken ans hier auf die neue An- 
nahme, dass 

sein soll, dass also diese. Constanten durch die Vertauschung ihrer Doppel- 
indices keine Aenderung erleiden. Die geometrische Bedeutung dieser An- 
nahme ist die. dass die vier Geraden (10.) Aa, Bb, Cc, Dd hyperboloidisch 
liegen. (Bd. 56, pag. 220 dieses Journals), d. h. Generatrjces sind desselben 
Systems eines Hyperboloids (ff). Alsdann gilt dasselbe für die vier conju- 
girten Geraden (11.) A^a, B 0 b, C^c, D a d, und zwar hat das Hyperboloid 
(//i), auf welchem diese Linien demgem&ss als Generatrices desselben Systems 
liegen, für das Coördinatensystem /.,-«,,. r„, ic„) dieselbe Gleichung, wie das durch 
die ersten Geraden bestimmte Hyperboloid U für das Coördinatensystem 
({, h, v, in), und weil ausserdem die Ebene iE) in beiden Systemen durch die- 
selbe Gleichung dargestellt wird (3.), so haben auch die Pole Q und (>, dieser 
Ebene in Beziehung auf die Hyperboloide (ff) und (ff,) dieselben Gleichungen 
und sind demnach conjugirte Punkte, also auf derselben Geraden mit P„ be- 
findlich, so dass 

l, ** J Q t P. ~ P.A. • Qa \~ P.B, • Qb P.C. ' Qc ~ 0^ ' Qd)' 
Man hat demnach folgenden Satz: 

VI. Wenn man durch die Eckpunkte eine* Tetraeders vier gerade 
Linien zieht, teelche die Generatrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids (ff), und den Schnittpunkt einer jeden derselben mit einer be- 
liebig gegebenen Trausoersalebene iE) mit dem Pol dieser Ebene in Be- 
ziehung auf die correspondirende Gegenfläche des Tetraeders oerbindet, 
so sind die vier Verbindungslinien die Generatrices desselben Systems eines 
zweiten Hyperboloids ff, Die Pole Q und Q, der Ebene (E) in Be- 
ziehung auf die beiden Hyperboloide (ff) und (ff,) liegen mit dem Pol 
(P„) dieser Ebene in Beziehung auf das gegebene Tetraeder auf derselben 
Geraden, mit dem oben (14.) angegebenen Verhaltnus ihrer Abstände. 

Rückt die Transversalebene ins Unendliche, so dass an Stelle ihrer 
Pole in Beziehung auf die Tetraederflächen deren Schwerpunkte und in Be- 
ziehung auf die Hyperboloide (ff) und (ff,) deren Mittelpunkte N und N, 
treten, wahrend die Relationen (14.) ersetzt werden durch die folgenden: 
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JV,P 0 " />,i4, V P t B, ~ P.C, P.J».' * 
so ergiebt sich der Satz: 

VII. Wem» man. durch die Eckpunkte eines Tetraeders der gerade 
Linien zieht, weiche die Generat Hees sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids (.ff), und durch die Schwerpunkte der jedesmaligen Gegenflächen 
Parallelen zu denselben legt, so sind diese die Generalrices desselben 
Systems eines zweiten Hyperboloids (JET t ) : die Mittelpunkte N und N, dieser 
beiden Hyperboloide (H) und (//,) liegen mit dem Schwerpunkte f 1 des 
Tetraeders auf derselben geraden Linie, P„ zwischen N und N, , und zwar 
so dass 

N t N - 4N t P u . 

Nach dem in der Einleitung erwähnten St ein ersehen Satze sind die 
Höhen eines Tetraeders die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids : 
es ergiebt sich darum als ein besonderer Fall des Satzes (VII.): 

VIII. Die Lothe in den Schwerpunkten der Seitenflächen eines 
Tetraeders sind die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids: 
die Mittelpunkte N t und JV dieses Hyperboloids und des Höhenhyperboloids 
liegen mit dem ScJiwerpunkte P„ des Tetraeders in gerader Linie, und 
zwar der Schwerpunkt zwischen den beiden Mittelpunkten, so dass 

N t N — 47V, JV 

Nunmehr hat Joachimsthal gezeigt, dass der Mittelpunkt N des Höhen- 
hyperboloids, der Schwerpunkt /', des Tetraeders und der Mittelpunkt M t der 
dem Tetraeder umschriebenen Kugel auf derselben geraden Linie liegen, und 
zwar /' als Mittelpunkt der Strecke -V.W, : es liegen demnach die vier Punkte 
ü,, Nj, P„, JV in der angegebenen Reihenfolge auf derselben Geraden und 
zwar so dass 

NM, _ N, M t _ „ 
NP t ~ N, P t ~ *' 

also: 

IX. Der Mittelpunkt M t der dem Tetraeder umschriebenen Kugel, 
der Mittelpunkt AT, des durch die Uthe in den Schwerpunkten der Seiten- 
flächen bestimmten Hyperboloids, der Schwerpunkt P u des Tetraeders und 
der Mittelpunkt N des Höhenhyperboloids liegen als vier harmonische 
Punkte in der angegebenen Reütenfolge auf einer geraden Linie, P„ als 
Mittelpunkt der beiden äusseren Punkte N und Jf,. 



308 



Hermes, über einige besondere Punkte des Tetraeders. 



Nimmt man noch die in Satz (V.) ausgesprochene Eigenschaft des 
Punktes M, als des gemeinschaftlichen Schnittpunktes der vier Höhenebenen, 
hinzu, so erhält man 

Iis. - - q 

und N, der Mittelpunkt des Höhenhyperboloids, liegt in der Mitte der Linie 
M,M, d. h. der Verbindungslinie des Mittelpunktes der umschriebenen Kugel 
und des Schnittpunktes der vier Höhenebenen. 

S 3. 

Es sei jetzt die Frage zu erledigen, welche Verallgemeinerung der 
JoachmulhalxcUe Satz Ober die gegenseitige Lage der Mittelpunkte des Höhen- 
hyperboloids und der dem Tetraeder umschriebenen Kugel erfahrt, wenn man 
den ersteren durch den Pol einer beliebigen Ebene in Beziehung auf ein durch 
vier die Eckpunkte de? Tetraeders durchschneidende Geraden als Generatrices 
desselben Systems bestimmtes Hyperboloid ersetzt. Auch hier empfiehlt sich 
zunächst für die Untersuchung der einfachere Fall, wo durch die Eckpunkte 
des Tetraeders vier sich in demselben Punkte durchschneidende Geraden ge- 
zogen sind. 

In dem entsprechenden Satze beim Dreieck (§. 1) traten der Höhen- 
schnittpunkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises als specielle Fälle 
conjugirter Punkte für eine beliebige Transversale auf: der erstere dieser 
Punkte p war willkürlich in der Ebene angenommen und der zweite p, er- 
gab sich dann als der gemeinsame Durchschnittspunkt der Verbindungslinien 
derjenigen Punkte a, b, c, in welchen die Verbindungslinien des Punktes p 
mit den Ecken des Dreiecks die Transversale durchschnitten, mit den Polen 
Oos k,, <*n dieser Transversalo in Beziehung auf die Dreiecksseiten. Im Räume 
heisst der analoge Satz: 

X Die Verbindungslinien der Ecken eines Tetraeders mit einem 
beliebigen Punkte P des Raumes durchschneiden eine ebenfalls beliebig 
gegebene Ebene (E) in vier Punkten: trenn man durch jede zwei dieser 
Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar von Ecken des Te- 
traeders iugehöreu, und den Pol der Ebene (E) in ßesiekung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Kante eine Ebene legt, so durch- 
schneiden sich die sechs auf diese Weite constnarbaren Ebenen in einem 
und demselben Punkte. 
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Zorn Beweise dieses Satzes nehme man, wie in §. 2, das gegebene Te- 
traeder AB CD als Coordinatentetraeder: die Gleichung der Transversalebene 
sei wieder 

P der durch die Eckpunkte A, B, C, D bezüglich ge- 



a. 



a. 



to 



wenn man nun der Kurze wegen (§. 2, Gleichung (6.)) die 
a 1 , o", « ,u , einführt durch die Gleichungen: 



/ a' 



(1.) 



+ 



+ 



+ 



«in 



+4- 



+ 



T 



= o, 



ß ^ r 

äo sind (§. 2, Gleichung (7.)) die Schnittpunkte a, 6, e, der Linien AP. 
BP, CP, DP mit der Ebene (E): 

t V IT 

Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und 6, und den Pol der 
Ebene (E) in Beziehung auf die das andere Eckenpaar, hier C und 0, ver- 
bindende Kante, nämlich 

, = „ = 0, JL 

hat also die Gleichung: 



für 
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U tra<l ilkar «au« h**.->n,Li>re f*utthi» Arm TmtivtrilttV 

nermij, noti rimyQ Dcjonaejc rwNiie oci i cn «cum*. 



wie sich sofort unter Berücksichtigung der Gleichongen (1.) ergiebl Diese 
Ebene enthält aber ausserdem die zu den Schnittpunkten A\ B 1 , C, 0' der 

Linien AP, BP, CP, DP bezuglich mit den Ebenen BCD, CDA, DAß, ABC 
für die Pole A, B„, Q„ D u der Ebene (E) in Beziehung auf diese Dreiecke 
conjugirten Punkte jl„ B t , C,, D,: denn zu den Punkten 



Ä : 


/ = 0, 


u 




IC 


B : 


« = 0, 


«. 


rr 

= «T 


1 


C : 


e = 0, 


•4 


~ 


H 


jy : 


» = 0, 


t 


~ <*. 


_ r 
" . fl » 



gehören (vergl. §. 1, Gl. (12.) und (13.)) als die conjugirten Punkte 

und von diesen genOgen die Coordinatenwerthe für A, und £, der Gleichung 
; 2. wie behauptet war. 

Es liegen also die vier Punkte a, .4,, fr, /> auf der Ebene (2.) und 
es durchschneiden sich demgemess die beiden Linien «A, und bB l . Dasselbe 
gilt für jedes Paar der vier Linien a A x . hl',. cC l% dD t , und demnach gehen 
sie s am mtlich und folglich auch die sie zu zwei enthaltenden Ebenen durch 
denselben Punkt, welche sechs Ebenen auch, wie oben gezeigt wurde, durch 
je zwei der Punkte a, b, c, d und den Pol der Ebene (E) in Beziehung 
auf die entsprechende Gegenkante des Tetraeders bestimmt sind. Nennt man 
diesen gemeinschaftlichen Punkt der sechs Ebenen (2.) /*,, so ist sofort weiter 
zu sehen, dass P, mit den Punkten P und P t (Satz II.) auf derselben Gerade* 
liegt; denn diese drei Punkte liegen mit jedem der vier Punkte a, b, c, d 
in einer Ebene, weil sie bezüglich auf den Verbindungslinien, z. B. des 



(4.) 



\ti l : * 

IC» : »< 
D t : w 
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Punktes a mit den Punkten .4^ A' und A» liegen und diese nach Satz I. 
derselben Geradon angehören. Der Pol P„ der Ebene {£) in Beziehung auf 
das Tetraeder ist pach Satz IL ein vierler Punkt der Geraden PP.P,. Es 
ist demnach gleichzeitig der folgende Satz bewiesen: 

XL Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Eckpunkte eines Tetraeders mit einem beliebigen Punkte P des Raumes 
eine ebenfalls beliebig gegebene Ebene (E) durchschneiden, verbindet mit 
den auf den entsprechenden Gegenflächen liegenden conjugirten Punkten 
der Schnittpunkte der Verbindungslinien mit diesen Flächen, so durch- 
schneiden sich die vier Verbindungslinien in demselben Punkte P welcher 
zugleich der gemeinschaftliche Schnittpunkt ist der sechs Ebenen des 
Sattes X. Der Punkt P, liegt mit den drei Punkten P„, P und P, des 
Sattes IL auf derselben Geraden. 

Rückt die Transversalebene (E) ins Unendliche, und wird P gleich- 
zeitig der in Satz V. als Schnittpunkt der Höhenebenen definirte Punkt M. so 
geht P, in den früher mit Jf, bezeichneten Mittelpunkt der dem Tetraeder 
ASCD umschriebenen Kugel über, weil die Linien yi.P,, £,P 2 , C,P 2 , DjP, 
bezüglich den Linien AM, BM, CM, DM parallel sind. - 

Es bleibt nunmehr noch der allgemeinere Fall zu untersuchen übrig, 
wo die durch die Eckpunkte des Tetraeders gezogenen Geraden hyperboloidisch 
Hegen: alsdann ergeben sich ganz analoge Resultate, and zwar zunächst der Sali : 

XII. Vier beliebige durch die Ecken eine* Tetraeders gelegte Ge- 
neratrices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
falls beliebige Transversalebene (E) in vier Punkten; durch jede twei 
dieser Punkte, welche als solche einem bestimmten Paar von Ecken des 
Tetraeders tugehbren, und den Pol der Ebene (E) in Betiehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Tetraederkante ist eine Ebene be- 
stimmt • die sechs so bestimmten Ebenen durchschneiden sich in demselben 
Punkte. 

Auf das gegebene Tetraeder als Coordinatentetraeder bezogen sei die 
Transversalebene, wie früher, ausgedrückt durch die Gleichung: 

die durch die Eckpunkte A, B, C, D aber gezogenen FandamentaJlinien seien 

40» 



Digitized by Google 



312 Hermet, über einige besondere Punkte des Tetraeders. 



(5.) 



fflr welche als Generatrices 



Aa : 


U V 


w 


Bb : 


t e 


M 

= "*7' 


Cc : 


1 u 




Dd : 


t U _ 9 
«41 ««I «41 




ces dess 


elben Systems eil 


les Hyperboloids die 


(6.) 


a* = o* 





erfüllt wird. Wenn man jetzt der Kürze wegen (vergl. §. 2, Gleichung (6.)) 
die neuen Constanten a„, o», o», a M einfuhrt durch die Gleichungen: 



(7.) 



U ß f 0 ' 

h> sind die Schnittpunkte a, b, e, d der Fundamentallinien (5.) mit der Trans- 
versalebene ($. 2, Gleichung (7.)): 



(8.) 
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«44 ' 



Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und 6, und den 
Pol der Ebene (E) in Bezug auf die das andere Eckenpaar, C und D, 



7 * 



hat nunmehr die Gleichung 
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(V"- 8 » 8 " _fl,.a, t -a, f a,,^_ h ^ a,,o M -o„ ii t | a, t o„- a, t *, t y 

+(«& -•«•») (f- 7) = 0; 
oder wenn man der Karze wegen die neuen Constanten b* und c tt einfahrt 



durch die Gleichungen: 

«„Oa — o], = ft„, 033044 — 034 — &34, 



a xj<»i4— OmOii = Cm •w*n-~ft««hi = <aj» OijOu — O23O11 = Ci«, 



<hi<ha— OjjOjj = Cm» «13O34— «mOjj s* C M , 03403, — 04,0» = c», 
O4JO43 — <J,jO«4 = C 4 , , O43O41 — 03^44 = C« , O41O43 — OjjO m = C 4 j, 



(11.) 



wo aber zu bemerken ist, dass vermöge der Bedingung (6.) nur die Ausdrücke 
6 a und 6* einander gleich sind, während die Ausdrucke c« durch Vertauschung 
ihrer Indices andere Werthe erhalten. Zwischen diesen Grössen 6 a und c rt fin- 
den vermittelst der Gleichungen (7.) die folgenden Beziehungsgleichungen statt: 

I« 1 °1 » « r il I C l« _ C t» I C U ^14 



(12.) 



ß » j « y ' ^ 
d^a y > « 7 «♦ y a ' 

/? + y «' y + o /?' « + /* y 
Diess vorausgesetzt, wird die obige Gleichung (9.) der Ebene durch die 
Punkte 0, 6 und den Pol von (E) in Beziehung auf die Kante CD: 

(13.) ^.&L)| + (^ M ^).-.&t #+ y a p = 0. 

Wenn man jetzt durch die Schnittpunkte a, b, c, d der Fundamentallinien (5.) 
mit der Transversalebene {E) diejenigen vier Linien construirt, welche als 
Generatrices des zweiten Systems mit den Geraden (5.) auf demselben Hyper- 
boloid Legen, Linien, welche bezüglich die correspondirenden Flachen BCD, 
CDA, DAß, ABC des gegebenen Tetraeders in den Punkten A', B', C, D' 
durchschneiden mögen, und zu diesen Punkten in jeder Seitenfläche die con- 
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jugirteu Punkte A t , /?,, C t , 0, darstellt, so findet sich, daBs die Ebene (13.) 
zwei dieser Verbindungsgeraden enthält. 

Zunächst ergiebt sich der Schnittpunkt der Generatrix des zweiten 
Systems durch den Punkt a mit der Seitenfläche BCD als derjenige Punkt, 
welchen diese Fläche / - 0 mit den Ebenen durch a und jede der drei Ge- 
neralrices des ersten Systems (5.) Bb, Cc, Dd gemeinschaftlich hat; die Glei- 
chungen dieser drei Ebenen ober werden bei Benutzung der Formeln (7.) 
und (11.): 

(o, Bb) : (o a a i «-a„a»)/-c 1 , e + c„ic = 0, 
(a, Cc) : <h*&a— fli*fljj)/— c u w + c a u — 0, 
(a,Dd) : ,o«a u — a,,««,)/-^, •»+ c u e = 0; 

und demgemäss erhält man fflr ihren gemeinschaftlichen Schnittpunkt A 1 , so 
wie durch Fortschreiten der Indices für die Punkte li\ C, D' die folgenden 
Systeme von Gleichungen: 



(14.) 



als die conjugirten Punkte A„ £„ C„ />, ergeben sich demnach (§. 1, Gl. 12): 

' = 0, ^ : ^:«=(^ + ^):(^ + ^):(J ;:+7 i : ), 
oder vermöge der Gleichungen (12.): 

m 



A : 


t 


= 0, 




c,,« = 


e„e 




Bt : 


M 


= 0, 






c 2J c 


= c 34 w, 


C : 


« 


= 0, 










D' i 




= 0, 


c«< = 


c„« = 


Co© 


* 



(15.) 



1, : 


/ = 0, 


B x : 


* = 0, 


G ! 


e = 0, 


D, 


10 m C, 



4 



M 




■ 



Kn int sofort su sehen, dass von diesen vier Punkten die beiden 
«raten auf der Ebene (13.) liegen, nnd weil sich durch cyklisches Fortrücken 
der In mens ans der Gleichung (13.) die Gleichungen der übrigen fünf Ebenen 
ergeben, welche die Punkte a, b, c, d zu zwei und den jedesmaligen Pol 
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der Ebene (E) in Besiehung auf die zugehörige Gegenkante enthalten, während 
die Gleichungen (15.) in einander übergehen, so enthält jede dieser Ebenen 
zwei von den Pnnkten (15.). Es liegen also beispielsweise die vier Punkte 
a, A,. b, B, auf der Ebene (13.) und es durchschneiden sich demgerafiss die 
beiden Linien aA, und bB t . Dasselbe gilt für jedes Paar der vier Linien 
gA n bB t , cC 4 , dl), und demnach gehen diese Linien sammtlicb, und folglich 
auch, die sechs Ebenen (13.), durch denselben Punkt. Es ist darum gleich- 
zeitig der folgende Satz bewiesen : 

XIII. Wer beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Ge- 
neratriees desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben- 
falls beliebige Transversalebene (E) in vier Punkten a, b, c, d; construirt 
man durch jeden dieser Punkte die Generatrix des zweiten Systems und 
»u dem Schnittpunkte derselben mit der eorrespondirenden Gegenfläche 
des Tetraeders den conjugirten Punkt, so durchschneiden sich die vier 
Verbindungslinien der conjugirten Punkte mit den entsprechenden Fuss- 
punkten a, b, c, d ün demselben Punkte. 

Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der vier Geraden A, a, B, b % C,c, 
D.rf XIU ist zugleich derjenige der sechs Ebenen (13.) (XII ); um weiter 
zu zoigen, dass dieser Punkt, welcher etwa Q 2 heissen mag, mit den Punkten 
/>„, Q und 0,, d. h. den Polen der Ebene (E) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD, in Beziehung auf das diesem Tetraeder umschriebene Hyper- 
boloid // und in Beziehong auf das dem homologen Tetraeder A, B r />„ 
umschriebene Hyperboloid (//,) auf derselben Geraden liegen, sind noch zur 
Abkürzung der Rechnung einige Beziehungen zwischen den Coefficienten a ik 
und den aus ihnen weiter abgeleiteten Coefficienten />,, und c* festzustellen. 
Zunächst sind als neue Grössen d u einzuführen die folgenden Complexionen 
der Coefficienten a*: 



wobei zu beachten ist, dass die Grössen d a bei Vertauschung ihrer Indices 
find k keine Aenderung erleiden und bei einer cykliscben Permutation der 
Indices In den einzelnen Coefficienten o« zugleich die Indices in den zage-, 
hörigen Grössen rf a cyklisch permuÜrt werden. Alsdann hat man die neuen 
Relationen : 
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iu. = .ii. oder 



(17 .) ^-S^ = ^l od er Al, 



= od e r Ai. 



r ß 

und nenn Ähnliche Relationen durch cyklisches Fortrücken der Indices 1, 2, 
3, 4, und der Coefficienten o, ß, y, S; ferner das System von 

y-iycu-äcn-ßdn) = -j-OaCu-yCHCu, 

) b iß 

(18.) *.-/?<fc-y*,) = -jc u c u --fc tl c a , 



(17.) 

Iflsst, und endlich das in sieh 



(19.) 



|<^->)+«(>-*-)+^-5 L ) = o, 



Diess vorausgesetzt, erleichtert sich die Uebersicht des Beweises, dass die vier 
Punkte P,„ Q, Q t und () 2 auf derselben Geraden liegen: — Der Beweis läset 
sich darauf beschränken, tu zeigen, dass die Ebene durch die Pole Q und 
P 0 der Trannertalebene (E) bezüglich de» Hyperboloid» (H) und de» Coor- 
dinatentetraeder» und einen der Schnittpunkte der Generatrice* (5.) mit der 
Ebene (£), ». B. den Punkt a (8.), zugleich den Punkt A x (15.) dieser Ebene 



Der Pol Q der Ebene (£) in Beziehung auf das durch die 
schiefen Geraden (5.) bestimmte Hyperboloid II sei 

< _« 9 _ W 

A ~ B ~ C ~ D' 
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so ergeben sich für die Coe/Bcienlen A, B, C, D die Werihe 
A = ^^(l + ^ + ^ + Jk-), 

0 = a 41 « tt o ö (| + -?u_ + ^i_ + _f U _). 

x * o.o tl jf.a tt y .a„/ y 

ferner sei die Gleichung der Ebene durch diesen Punkt Q, den Pol P v der 
Ebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder 

I _u___e_.jp 

• ~ /? ~ r ~ * 

und den Schnittpunkt a (8.) der Generalrix Aa mit der Ebene (E): 

t W C IC 

°.i °.i ~~ «„ ~ <»,« ' 
in folgender Form dargestellt: 

(20.) K+Jfn+tfe + Pw - 0, 
so erhalten die Coefficienten derselben durch die Gleichungssysteme (11 ), (16 ) 
und (17.) die Werth c: 

]f = — Curfa+CjiC« — C,»C 4 ,+ -^-CjjCa — •^■C 12 c H , 

N = — Curfjj+CwC« — CnCjj+y CuCm— ~c u e n , 

■a _, 

™ = — ««rfw+CßCM— CuCM+yCMC« — -j-C i4 C«,. 

Setzt man nunmehr in die Gleichung (20.) für c, *? die Werth« 
ein. welche sich aus den Gleichungen (15.) des Punktes A t : 

1=0 - ■ c ■ S 
' *.i«it 6„c,. 

ergeben, so erhalt bei Berücksichtigung der Gleichungen (18.) die linke Seite 
der Gleichung (20.), abgesehen vom Factor e n e ls c Ui die Form: 

Journal für M.themttik Bd. LXV. H*ft4 41 



318 



Hermes, über einige besondere Punkte de» Tetraeders. 



oder vermittelst der Gleichungen (12.): 

ß 7 & ß 7 * 

— • C» + -J- • C« + -ß • Oh — -g- • C« — -J- • c„ — — • C M , 

welcher Ausdruck vermöge der ersten Gleichung des Systems (19.) ver- 
schwindet: darum liegt der Punkte auf der Ebene (20.), was zu beweisen war. 

Ebenso gehören auch die Punkte ß,, C,, D, (15.) bezüglich mit den 
Fusspunkten b, c, d (8.) und den beiden Polen P„ und Q je derselben Ebene 
an, und demnach liegt der gemeinschaftliche Schnittpunkt Q, der vier Geraden 
A x a, B t b, C,c, D t d (XIII.) mit P„ und Q, folglich auch mit Q t (VI.), auf 
derselben Geraden. — 

Schliesslich möge noch erwähnt werden, dass auch hier (vergl. IX.) 
die vier Punkte Q, P u , Q, und Q t harmonische Punkte sind und zwar Q und 
P,, die Pole der Ebene (E) in Besiehung auf die beiden Hyperboloide (H) 
und (ff,), conjugirt in Beziehung auf die beiden Punkte P„ und £),, bezüglich 
den Pol ton (E) für das Tetraeder und den Schnittpunkt der vier Geraden 
Aya, B,b, C t c, D t d. 




Zum Beweise nenne man etwa die Punkte, 
in welchen die Verbindungslinien des Fusspunktes a 
mit den Punkten Q, fg, Q ty A das Coordinaten- 
<\ dreieck BCD durchschneiden, bezüglich q, ;/ . q t , 
< Af dt, so liegen die ersteren drei derselben mit A t . 
dem Schnittpunkte der Geraden Q,a mit BCD, wie 
oben bewiesen, auf einer Geraden, ebenso die* bei- 
den conjugirten Punkte Ä und A, mit A t „ dem Pol 
der Ebene (E) in Beziehung auf das Dreieck BCD; 
P 0 liegt als Pol von (JE) iu Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD auf der Verbindungslinie AA„; noch 
sei Z der Schnittpunkt der Linie A'a t mit der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen BCD und (E). 

Die Geraden Aa und A n sind conjugirt in 
Beziehung auf das Collineationscentruni f„, ebenso 
die Geraden A'a und a'a, wenn aa die Generatrix 
ist des zweiten Systems des Hyperboloids (//,) durch 
den Fusspunkt a. Nunmehr hat man vormöge der 
Eigenschaft der Punkte Q und Q t als der Pole der 
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Ebene (E) in Besiehung auf die beiden Hyperboloide ://) und (/?,) die beiden 
harmonischen Punktsysteme (A', q, a, . Z) und (A,„ q„ a' f Z), folglich da die 
Punktsysteme ( .-1', .i„. ,4,) and [q, q { , ,4,) je auf einer Geraden Hegen, so ge- 
hören auch die Punkte a,, a! nnd A, derselben Geraden an; demnach kann 
mau die vier Geraden AtA», A^p^ p u a', a'A l ansehen als die auf einander 
folgenden Seiten eines Vierecks, dessen Gegenseiten sich paarweise in den 
Punkten Ä und o, durchschneiden, d. h. A t a, und A„a', als Diagonalen des 
Vierecks, (heilen die dritte Diagonale desselben, A,p u , harmonisch: demnach 
ist das Punktsystem (J,, qr ,,/>„, 9) harmonisch. In gleicher Weise durch- 
schneiden die Verbindungslinien der vier Punkte (>,,. (>,, P u und Q mit jedem 
der übrigen Fundamentalpunkte 6, c, d die entsprechenden Coordinatenebenen 
CDA, DAB, ABC in harmonischen Punktsystemen, und demnach sind die 
vier Punkte Q : . /' und Q selbst harmonische Punkte. 

Berlin, Februar 1865. 
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Sur leg sections circulaires des surfaces du second 
ordre et les ombilics des surfaces quelconques. 

(Par M. C. SouUlart ä C»en.) 



M Otto Hesse a signale dans ses Vorlesungen Uber die analytische 
Geometrie de» Räume* (p. 335), une difficulte d'analyse par laquelle ou est 
arrete, quand ou veul presentcr la theorie des sections circulaires des surfaces 
da second ordre comme un cas particulier de la theorie generale de leurs 
sections planes: cetle difficulte consiste a partager une cerUine equatioo en 
deux aulres. La decomposition se fait aisemcnt (loc. eil.), lorsque requation 
de la surface ne contient pas les rectangles des variables, et la theorie 
s'aeheve alors comme par les aulres melhodes: tnais le eas general est 
beaueonp plus rebelle. M. Hesse est par venu (t. 60, p. 305 de ce Journal) 
ä meltre le premier membre de Tequation dont il s'agit sous la forme d'une 
sorome de plusieurs carres: le nombre de ces carres a ete reduit a 2 par 
M. Henriei (t. 64, p. 187). L'obstacle est donc leve, mais les fonnules ob- 
tenues sont assez compliquees et il resterait ä en deduire la theorie des sections 
circulaires. 

An lieu d'une decomposition en carrös, on peut, au moyen des pro- 
prietes d'un determinant qui se presente de lui-meme dans la question, etendre 
au cas general la marche qui reussit dans le cas de Tequalion reduite: on 
obtient ainsi des resultals beaueoup plus simples et la forme des equations se 
pröle commodement a la Solution complete du probleme primiüf. 

A un aulre point de vue, la recherche des sections circulaires des 
surfaces du second ordre peut etre consideree aussi comme un cas particuüer 
du probleme des ombilics d'une surface quelconque: celte remarque sufßt pour 
montrer que le probleme de MM. Hesse et Henriei est, au fond, resolu depuis 
|ong-lcmps. Inversemenl, la Solution que nous en obtenons donne, sous une 
forme nouvelle et remarquable, la Solution du probleme general des ombilics: 
on trouve d'aillcurs aisement une forme correspondante pour lequation generale 
des lignes de courbure. 

La symetrie de ces formules tient a Temploi d'un determinant de meme 
forme que le precedent, et qu'on designe quelquefois sous le nom de Hessien 
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borde. La valeur de ce dtMerminant, pour an point quelconque de la surface 
que Ton considere, ne depend pas da Systeme d'axes coordonnes anxquels 
la surface est rapporteo, et quand la surface est du second ordre, cette valeur 
est la meme en chacun de ses points. Cette remarque, associee a un theoreme 
de Joachimsthal, met en evidence un certain nombre de 
jouissent les lignes de courbure des surfaces du 



1. Soit 

flu, a?'+ au a„ * l + 2a», xy + 2««, a» + 2a,, y a + 2a« a: + 2fl„ y + 2fl,j s + o» = 0 

l'equation d'une surface du second ordre rapportee a des axes rectangulaires 
qaelconques et 

ax+by -\-c* — d = 0 

requation d'un plan, a, b, e etant les cosinus des angles que la normale au 
plan fait avec les axes coordonnes, en sorte que Ton a 

o' + P+c 3 = 1. 

Les longueurs des axes de la section que le plan produil dans la surface s'ob- 
tiennent en resolvant requation du second (legre 



(1.) 



Om-X 


«m 


«m 


a 


«10 


«ii — * 


«« 


b 


<ho 


«ii 




e 


a 


6 


e 


0 



= 0 



dans laquellc l'inconnue X designe le qnotient d'une conslante par le carre de 
Tun de ces axes (Hesse, Vorlesungen elc. p. 331). Pour que la section soit 
un ccrcle, ii faut et il suffit que cette equation ait ses racines egales. Cette 
condilion n'etablit qu'ane seule relation entre les quantiles a, b , c qui de- 
terminent la direction du plan, et comme ces quantites ne sont assujetties en 
oulre qu'ä verifier 1'equation at+tf + c* = 1, on est conduit ä ce paradoxe 
qu'il existe dans tonte surface du second ordre une infinite de directions de 
plans cycliques. 

Hais il arrive ici, comme dans plusieurs cas analogues, que requation 
de condition unique comprend en realite deux equations disttnctes, et c'est 
dans la decomposition de cette equation que consiste la difficulte signalee par 
M. Hesse. 
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2. L'equation (1.) developpee et ordonnee par rapport ä k, peat i\re 
roise sous la forme simple 



(2.) («' + 6'+C)*'+(^- = 0, 



di 



dd 



da tt da,, da tt - 



S« % ftf • 

o«) Oa a a 6 

Ojo <hi &n C 

a b c 0 

La condition d egalite des ractnes est 



dj 



+ 



■)'+4(« , +6 , +c i )^ = 0; 



teile est IVquation quMl s'agit de partager en deux aatres. 

Les proprietes elementares des determinatus nous donnent les identites 



dd 



dj , . dd 



da,, 



0, 



|* Ä d5^ + 6 d«7 + * C da^ = °» 
dd . ,, dd , dd A 



(4.) 



au moyen desquelles on peut exprimer les derivees du determinant ^ par 
rapport aux elements principaux en fonction des derivees relatives aux trois 
elements o, r .. o (J , et vice versa. On a ainsi les denx groupes de formules 



(5.) 



d£ 
dd 



t f.dJ, dJ \ 
dJ 



»£•--«(« 



d^/ 



), 



6c 



da,, ^ da, 

. / dd . . d J \ 
daT7 = -K°rfaT + Ä daT>)' 

dd 



= a* — 
t da tt 



dd 



(6.) 



dd 

da .t 
dä 



— AI 



dd 



, dd 
, dd 



da,, 



da,, da,, 



dd 

*».. ° " 

dd 

1 dT- 
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Des formales (5.) on conclut la suivante 

D'autre pari si nous appliqnons la formule connue (Briotehi, Theorie des 
P 13.) 

dP dP dP dP _ p d'P 



dn r> -jia, :;, , da r ,, da n% da,, da,,,, ' 

relative ä un determinant P quelcunque, nous aurons, en observant que pour 
un determinant symetrique tel que J, chaque derivee doit etre remplacee par 
sa moitie, a moins qu'elle ne soit prise par rapport ä un element principal 

^7 = - ~ a ' J > 

d'oü 

4^ - ( ")'- 4 -£-#. 
\da lt S da n da,, 

Eliminant au moyen des formules (5.), on obtient pour J fexpression 

suivante oü n'entrent que les derivees relatives aux elements a\, t , a, n , a«, 

, Q , A , A dd dd . . dd dä dd dd 

(8.) -AabcJ = a — — + 6__ + c - 



Ol 



da^ v da lt da lt ^-da tt da t> ' 



in eliminait (-g— ) au moyen des formures (6.), on obtiendrait 

pour ^ l'expression suivante, en fonction de ses derivees relatives aux elements 
principaux 

dans laquelle le second membre peut, comme on le sait, prendre plusieurs 
formes difTerentes. 

La formule (9.) pourrait dtre appliquee ä la transformation de l'equation 
(3.), mais on obtient des resultats plus simples en employanl les formules (7.) 
et (8.). L'equation (3.), multipliee par 4a' 6' c\ devient alors 



(10.) 



[,/. dd . dd \ , dd . dd \ , ./ dd , , dd Yl* 
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Pw uu developpement partiel ei on groupement eonvenable des termes, on 
peut la mettre sous la forme suivante 

/ «/. dd dd V . dd dd V , ♦/ dd . dd V 

-»"«-*£X»£-£) 

Si nous posons, pour abreger, 

, A# dd . dd dd B dd , dd ^ 

b d^- c d^ = A > c d^- a d^ = B > a ^7- A ^; = c > 

fequalion precedente s'ecrira 

Ä , o'+B 1 b t +C , c*-2BCb'c l -2CAc 7 a l -2ABa'b' m 0, 
ou hien sous la forme äquivalente 

(12.) {oiÄ*biB*eiC){a^A^b\B-C)lC){a\iA-b^B*c^C){-aiÄ^B^C) = 0. 

3. L'equation (12.) est verifiee par w4 = 0, B — O, C = 0, et nous 
allons reconoaltre qu'elle n'a pas d'aulre Solution admissible. Ein effet eile ne peut 
tMre verifiee que si Fun . au moins, des quatre facteurs est nul separement. 
Or la somme des trois quantites A t B, C etant nulle identiqueinent, si Ton 
suppose qu'aucune d'elles ne soil nulle, ces trois quantites ne pourronl pas 
etre de memo signe: soit A celle qui est de signe contraire anx deux autres, 
on peut toujours supposer A < Ö. Chacun des facteurs de requalion (12.) 
contiendra alors le terme imaginaire a\ A. et ne pourra etre nn) qne si ce 
terme disparail: il faudra donc que Ton ait a ----- 0. 8i donc on suppose qu'au- 
cune des quantiUs A, B, C ne soit nulle, Cequation (12.) ne peut itre eeri- 
fiee que par fune des Hypothese» a = 0, 6 = 0, c 0. On arrice ä la mime 
conclution quand on suppote quune seule de» quantites A, B, C soit nulle; 
il n'y a dailleurs pas a examiner le cas ou deux de ces quantites seraient 
nulle», puisque la troisieme le serait aussi. 

L'equation de condition, prise sous l'une des fonnes (10.), (11.), (12.), 
est verifiee en effet par Tone quelconque des trois bypothcses o = 0, 6 = 0, 
c = 0. Par exemple si Ton suppose o=0, l'equation (10.) se reduit ä 

v rfa„ ^ da„J 
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c« qui est alors une identite en vertu de la premiere equation (5 ). Mais U 
faut observer qne poar passer de l'equation (3.) ä l'equation (10.) nous avons 
multiplie pur 4 a '6V, ce qui a pu introduire les Solutions a = 0, 6 = 0, e = 0. 
C'est en effet ce qui a lieu, car nous allons reconnaitre que Vequalion primi- 
tive (3.) nett pas verifite par Vhypothete a = 0, si Von na pat en meme 
temps A = 0, B = 0, C=0. 

Dans l'hypotbese o = 0, la somme J£+J± + J± se reduit *Y 
r A»„ da,, T da,, 

(o'+e'jouu, et le developpement de ä ä a m -^-+{a m b— en sorte 

que l'equation (3.) devient 

ou bien 

(13.) [^-+(6 , +c , )a U( ]V4(6'+c')(o ul 6-a ul c) 1 - 0. 

Le «premier membre de cette equation etant une somme de deux carres, eile 
ne peut etre verifiee que si cbacun d*eux est nul. Ayant dejä a = 0, on ne 
peut pas avoir en outre 6 = 0 et c = 0: il faut donc que l'ou ait Ou,6— a^c = 0. 
Mais on a, dans l'hypothese de a = 0, 

A = 2(b' + c l )(a l0 b-a ut c), B = -2c , (o (fl 6-fl UI c), C= -26 5 (o lB 6-a (M c); 

l'equation (13.) ne peut donc pas etre verifiee par cette hypolhese, sans que 
Ton ait en meme temps ^4 = 0, B = 0, C = 0. 

Donc enfin l'equation de condition se decompose dans les trois suivantes, 
qui n'en font que deux, 

A = 0, ß = 0, C = 0, 

ou bien 

. . • , dd , dA dd 

(14 ° a ^=^= c ^:- 

IL 

4. Les equations (14.), jointes ä l'equation o 2 +b 7 +c* = 1, determinent 
completement les directions des plans cycliques, mais il reste ä en deduire 
les resultats que l'on obtient par d'autres melhodes. 

Ces equation» developpees sont, en divisant par 2, 

| a[a(a„o-« n 6-(i w c)+a w 6c] = b[b(a ie b~-a ul e-a l1 a)-\-a u ea) 

= c[c(^ )1 c-o 1 ,a-o w 6)4-a J1 a6]. 

Bd.LXV. Heft 4. 42 
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Elles sont homogenes et du troisieme degre en a, b, c. L'elimination de 
l'une des inconnues se ferait aisemenl, mais l'equaüon qui en resulterail entre 
les deux autres serait du sixieme degre. On peul lirer des equalions (14.) 
im parti plus avantageux. en y introduisant comme variable auxiliaire le rayon 
de Ia section circulaire consideree. Designons par X la meine double de 
lequation (2.), c'est ä dire le quotienl d'une constante par le carre de ce 
rayon: on a 

Mais ia formule (7.) donne, en tenanl compte des equations (14.), 

da tt 4a, , da„ abc a da x% "" abc da t ~ 

o' + f-f c« , d4 . 
- obe dö^' 

d'oü les trois equations 

»&-«-• 

qui etanl developpees donnent les suivanles 

t (a ai -X)bc+a(a tt a-a ui b~-a\, t c) « 0, 

(16.) {a il -X)ca+b{a m h-a< A c-a lt a} - 0, 

fflai — i)ao + c(flu,c — a„o -aojO) 0. 

Ces equalions ne sonl que du second degre, mais chacune d'elles renferme 
les Irois inconnucs. Multiplions par c la seconde el par 6 la troisieme, ptris 
ajoutous; il vient, apres avoir divise par a, la premierc equaiion du groupe 

(a u -X)c*+(a„-X)V-2a„bc » 0, 
(17.) («„ -A)Ä»-r A)e* -2h»« -0, 
(o,, l ^X)b' l +{a ll -~X)a , -2a ut ab -- 0; 

et les denx autres s'obtiennent d'une moniere analogue. 

Si la quanlile il etail deterniinee, les equations (17.) feraient connaitre 
la direction des projections, sur chaenn des pians coordonnes, de la normale 
an plan de la section circulaire. Or on peut trouver comme il snil I'equatioo 
qui determine X. On deduit des equations (16.) 

abe'yOm-lXatt—lXan—i) = — {a^a—ckab -a,,,c){a^b-n tl iC~-a n a){a,,,c-a a a--a, u b) 
m - [2obflwa (1 aAc -f e? n o\a u a ~Os,Jb- atf) -f a,«6*(a^6 — a^c - o„a) 

+ a.HC"(auiC -a„a - Oab)] 
^ _ abc [2a lu a w a t2 - <&(**- 1) - a&(a u - 1) - aj, («, - A)] ; 
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ce qui donne, par la suppression du facteur abc, le developpement de 1'equation 

\*m-l «... 
(18.) a w a n -k a n = 0. 

Gelte equalion est precisement teile qui determine les inveraes des carres 
des axes de la surface: si donc nous considcrons los sections circnlaires qui 
passent par le ceotre de la surface, leurs rayons sont les trois demi-axes. 

Pour chacune des Irois valeurs de A, les equations (17.) font connallre 

les rapports j- par des equations du second degre . douc par ckacun 

des axes de la surface il passe deux seclions circnlaires. 

On reconnalt aisement qu'il n'y a de reelles qne les sections passant 

par Taxe moyen. En effet pour que les valeurs des rapports T 
soieat reelles, il Taut que les trois quantites 

«ff, -(«u -*)<««-*), oSi-(«b-i)(«.i-*J 

soient positives. Mais si Ton pose lequation auxiliaire 

(19.) a'n-fan-lHan-l) - 0, 

et qu'on designe par a et ß («</?) les deux racines, toujours reelles, de 
cette equation, on sail, d apres la remarque de Cauchy, que requation (18.) a 
une racine K, plus pelite que a, une racine A, comprise entre a et ß, et une 
meine L plus grande que ß. Par consequent le premier membre de l'equation 
(19.) est negatif pour X = A„ ou A = i,, et positif pour A — A,. II en est de 
meine evidemment pour les deux antres expressions. 

5. Pour que la surface soil de revolution, il fant et il snffit que ses 
deux systemes reels de sections circulaires se confondent, c'est ä dire que 
les equations (17.) aient leurs racines egales pour A = A,. On a ainsi les 
equations de condiüon 

(20.) a{ J ~(a 11 -A l )(«„-l 1 )=0, «&-{«n-l 1 )(«w-*i)'-0, *W*«-M(«u-*i)=0. 

Introduisant tour ä tour chaenne de ces conditions dans requation (18.]. on 
trouve que la quaniite A, doit satisfaire aux trois equations 

2a,„a in a n — a} a (a n — A,) — <*a(ö»— l t ) = 0, 

2a 0l a IB a n -al l (a n —i. t )—an(a lu -l,) = 0, 

2a ül a, B o l ,-a? 1 (a U) -A 1 )-a5,(a u -A l ) = 0; 

a-> * 
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d'oü Ton conclat immediatement 

<*« («ui - *i) = <fn (*u - Ai) = 4 («n - *0 = «w Ob «« « 
et par suite las conditions connues 

(21.) l t =a >u -^^ = a ll -^~ = a n -^-- 

■»i °ot °ii 

Si Ton observe qua la somme des premiers membres des equations (20.) est 
la derivee par rapport ä A, da p rentier raembre de l'equation (18.), on 
reconnait qae lg est dans le cas präsent une racine double de cette equation, 
ainsi que cela doit etre. 

Remarquons, en passant, un moyen simple poar arriver directement 
aux equations (21.), en exprimant l'egalite de deux racines de l'equation (18.). 
Pour que la racine i, devienne egale ä ou ä il faut quelle se confonde 
avec l'une des racines, o ou ß, de l'equation (19.); le meme raisonnemenl pouvant 
se repeter pour les deux equations analogues ä (19.), on voit que la racine 
double doit satisfaire anx trois equations (20.), et on acheve comme plus haut. 

6. Dans le cas particulier oü l'on a a,,, = a«, = o„ = 0, l'equation 
(18.) se reduit a 

(a v ,-X)(a u -l)(a n -k) = 0; 

et si l'on suppose a,*, <a 11 <a n , on a Ao = Ouim h = Oui K = <hr 
Les equations (17.), quand on y fait X = l t , donnent 

6 = 0, i-i^ÄE&Z, 
« r a„-a„ ' 

tandis que si Ton j fait i = i« ou l = elles donnent a - 0, ± imaginaire, 
on c = 0, iroaginaire. Ce sont les resultats connus. 

III. 

7. Soit h=0 l'equation d'une surface quelconque; si nous representons 
par «,,. iii, v, les derivees de u par rapport ä x, y, *, et par u„. «,.„, «„,, 

les derivees secondes, l'equation qui determine les deux rayons principanx 
de la surface en Tun quelconque de ses poinls pent etre mise sous la forme 
(Heue, Vorlesungen etc. p. 355) 
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(22.) 





«Ol 


«ffl 


«U 


«10 


«II — i 


«12 


»1 


«Kl 


«II 


«M — 


«» 


«0 


«1 


«1 


0 



0; 



l'inconnue auxiliaire l etanl definie par la relation A = ^?il±^Ü, 0 ü II 
designe Tun des deux rayons principaax. 

Quand on l'applique ä une surface du secoud ordre, cetle equation ne 
differe de 1 equation (1.) qne par le changement de «,,, u,, «, en a, b, e. 
On conclut de lä que dans une surface du »econd ordre, le» rayons de cour— 
bure prineipoux en un point quelconque sont entre eux dans le m£me rapport 
que les earres des axes de toute section parallele au plan langen t en ee point : 
propriete bien connue et qui lie les ombilics aox sections circulaires. 

Si Ton pose 



U = 



««. «u «« «i 
«ao «II «u «» 
«0 «1 «J 0 

l'equation qni donne les deux rayons de courbure principaax pourra s'ecrire 
sous la forme simple et symetrique 

(23.) +-5+.J) A'+ (£L + *L U=Q. 

Poor qu'un point de la surface « = 0 soit un ombilic, U faul qu'en ce point 
l'equation (23.) ait ses deux racines egales. L'equalion de condition se de- 
duira de Tequation (3.), en remplacant dans celle-ci le determinant J et ses 
elements par le determinant ü et ses elements correspondants ; et la memo 
se faire dans tontes les form u les des n°* 2 et 3, on en 
finalement que les ombilics seront delermines par les equations 



dü dU dl! 

(24.) «o-sr~ = «i^r- = « 1 -x— , 
mm n aH ot 



dü 



et le rayon de courbure R en un point ombilic, par l'une des formules 



dV 
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8. L'equalion qui determiue los deux rayons principanx se met 1« 
plus ordinairement sous la forme 

(26.) (rt-a l )ÄN[(^)<-2/, 9 ,+(l+tfW 

los lettres p, q, r, », t ayant la signification connue. Si Ton exprime quo 
les racines de celte equation sont egales, od sait (d'apres un calcul de Poiuou 
rapporte dans f Analyst' appliqvie de Leroy) decomposer cette condition anique 
en deux autres. En posant 

ii+p>)s-pir = M, (l+f),-pqt = N, 

on arrive ä mettre lequation de condition sous la forme 

(«0 [<» i^-^^^t^L r - 0i 

d'oü Ton conclot 

Jf = 0, N=0. 

Ponr decomposer en une somme de deux carres la condilion degalit* de« 
racines de l'equalion (22.), U suffirait de tradnire le calcnl de Poiston 
dans les nolations du n°. 7. En changeant ensuite les elements de U en 
ceux de J, on obtieudrail sous forme d'une somme de deux carres la con- 
dition d'egalite des racines de requation (1.), resullat que Ton ne saurait 
tircr de la melbode de M. Heue et auquel M. Henriei n'est parvenu qu'en 
sacrifiant fhomogeneite des form ul es. 

Ce calcul n'aurait qu'une symetrie incomplete, ä cause du röle inegal 
des variables *, y, s dans les equations (26.) et (27.). 11 en serait de nieme 
d une decomposition en trois carres qu'on pourrait deduire de la forme sous 
laquelle M. B. Amol (Journal de LioutiUe t. 12, p. 130) a presonle I equation 
(27.); cette forme est la suivante 

(87*0 F°+4M*+(pP+2 q My = 0, 

la quantite .•}/ etant celle de plus baut, et la quantite /' designant raxpression 

La consideration du determinanl U et de ses derivees simplifierail nolablement 
la traduetion des equations (27.) et (27**). Je me bornerai ä indiqoar les 
nouvelles expressions des principales quanlites qui figurent dans ces caiculs 
et qui sc rencontrent souvent dans la tbeorie des surfaces. En voici letableau: 
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1—5-, !+✓+*■- -S±§±Ä, 

i i r ,/ rfi/ du \ t 7 / du dü\ 

Lea deux dernteres formules monlrenl l'accord des equations (24.) aveo 
if = 0 et JV=0. 

9. L'emploi da detenninant V permet de mettre aassi sous une forme 
Ires-symelrique lequation generale des lignes de courburc. Sous sa forme 
la plus connue, cette equalion est 

[(1-r^)a-Mf]rfy , +[(i+^)r-(l+/i , )/l<<arfx-f(1+p , )*- M rjrfx' = 0. 
En faisant usage des formules (28.) on pourra d'abord l'ccriro 
/ dV dV x . , / dtJ dU \. , 

. f ,/ dV dV v . ,/ dU dü \ ,/ rft/ dl/ \i . , A 

Pour donner ä cette equalion plus de symelrie, nous y inlroduirons aussi la 
qnantite d»: il suffira pour cela de lecriie com nie il suit 

-(^-"■ar)«^*» - 0 
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et d'observer que Ton a 



«urfx+Hjrfjr = —ihdi. 
On obtiendra ainsi l'equaüon 

f dU dU \. , f dU dü \ . . 

/ dU dU\.. „ 



(29.) 



10. Le determinant U qui intervient dans toutes lea formules des 
n M 7, 8, 9 a, en chaque poiot de la sarface « = 0, une valeur delerminee 
et independante du syteme de coordonnees rectangulaires que l'on emploie. 

En effet d'apres l'equation (23.), si H et R' designent les deux rayons 
de courbure principaux pour le point considere, od a 

p - _ «t'l+'P' , 



RR' 

expression dans laquelle le nutnerateur est la quatrieme puissance du para- 
mHrr differentiel du premer ordre de la fonction-de-pomt u (Lame). 

Supposons que la fonction * soil entiere et rationnelle en x, w, s et 
du degre «, et rendons-la homogene par Pintroduction d'une variable t qn'on 
fera plus tard egale a 1: le determinant U pourra se transformer (Briotcki, 
Determinants p. 135) dans l'expression suivante 



m-1 



mm «hi 



«n + 

J 



r 



«... «ui «« «oi 

«io «it «u «ii 

«ho «ii «n «u 

•» «ji «n «n 



dans laquelle le premier terme disparatt ici, ä cause de « = 0. D reste donc 
simplemcnt 



(31.) U = 



•hu 
•ho 



«.II 

•it 
•hi 
•hi 



•ha «in 

*u «u 

•ht «n 

•hj *ij 



cVst a dir«, a un factenr pres, le 
confnnd avec • pour I = 1 . 



de la 



qui se 
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11. Dans le cas particulier d'une surface da second ordre, le second 
membre de l'equation (31.) se reduitä une fonction des coefGcients de l'equation: 
donc povr une turface du second ordre la quantiti U a la mime caleur en 
chaque point. 

Posoos, pour abröger, 

la propriete que nous venons d'enoncer s'ecrira, d'apres 1'equation (30.), 

(32.) = const. 

Mais Joachimsthal a reconnu (t. 26 de ce Journal) que tout le long d'une 
ligne de courbure d'une surface du second ordre, on a, en designant par R 
celui des deux rayons de courbure qui se rapporte ä la section principale 
tangente ä cette ligne 

(33.) = const. 

Des equations (32.) et (33.) on conclul les deux suivantes 

h R 

(34.) -^7 = const. , ßTi- = const. 

La derniere formule exprime ce theoreme de M. 0. Bonnet (J. de l'EcoIe 
Polytecbnique, 32* cabier p. 143): 

Tout le long dune ligne de courbure d'une surface du second ordre, 
le rayon de courbure prineipal correspondant varie proporlionneliement au 
cube de fautre rayon prineipal; et de celui-ci resulte immediatement Tun de 
ceux qu'a donnes M. Bertrand (J. de LiouciUe, tome LX, p. 132): 

Si ton considere sur une surfdee du second ordre un rcctangle forme 
par quatre lignes de courbure, le produit des quatre rayons de courbure qui 
repondent ä deux sommets opposis est egal au produit des quatre rayons qui 
repondent aux deux out res sommets, et de plus on peut avec ces huit rayons 
former deux proportions. 

La formule ^ = const. exprime cet aulre theoreme: 

Tout le long d'une ligne de courbure d'une surface du second ordre, 
le rayon de courbure de la section principale normale ä cette ligne carte pro- 
portionneUement au parametre h. 

Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 4. 43 
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Appliquees au cas parliculier des paraboloides, les Formales -gf = const. , 



— const. demontrent les deux proprietes suivantes : 

En un point quelconque d une ligne de courbwe (Tun paraboloide, 
1" le rayon de covrbwe de la section prmcipale normale ä cette Ugne a pour 
protection $ur faxe de la tur face une longueur comtante; 2° ti Con projette 
tvr faxe le rayon de cowbure de la section princtpale langente ä cette ligne, 
quon projette entuite cette protection svr le rayon de covrbwe, et enftn cette 
nouvelle protection tw f axe, on obtiendra une longuew comtante. 

Caen, 1866. 
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Ueber die Transformation der Abelschea Functionen 

erster Ordnung. 

(Von Herrn Königsberg*- zu Grcifswald.) 



D as Transformationsproblem für dio Abelschen Functionen erster Ord- 
mit dem ich mich in dieser Abhandlung beschäftige, lautet folgendermassen : 
Alle möglichen Fälle zu finden, in denen man dem System von Dif- 
ferentialgleichungen : 



(1.) 



dx > + äx t _ _ (« + /fy,)dy, Q + /fy,)dy, 
M*i , x t dx, _ ( y 4-dy,)dy, (r4-jy ,)dy. 



durch ein System von zwei algebraischen Gleichongen zwischen den Variablen 
x i» Xu Hit y-i 

(2.) A(*i,a? 2 ,y 1 ,yi)=0i A(*i>*»»fnf») =0 
genügen kann, vorausgesetzt dass 

ß(x) = x(l-x)(l-c^)(l-/^)(l-m ? x), 

und c, /, m, *, X, reell und <C 1 angenommen werden, während o, /?, y, 6* 
keiner Beschränkung unterworfen sind; oder anders ausgesprochen: 
Es sind zwei Gleichungssysteme 

,o n rfJ, dx t _ JmJ x,dx, x % dx t _ , 

und 

( 40 >^ + >^" " iTO5 + TTO • 

gegeben, es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden, in denen zwischen 
d«,, dt»,, d«i, d«, lineare homogene Gleichungen von der Form: 

j d«; m «du.+^dn,, 
d«; = ydüj + ifd«! 

und zugleich zwischen «„ xj, y„ y, zwei algebraische Gleichungen bestehen. 

43* 



(50 | 
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Mit Benutzung der Bezeichnungen von Weieritrcut, die ich in diesem Journal 
Bd. 64 genauer erläutert habe, ergeben sich als Lösungen des Systems (4.) 
folgende: 



, — _ ,y Cc,,p,>y,,,y l ,,T 1> ), _ v 

)'-0-y.)0-y.) „ * fr',. *',,.*'„)» 



wenn ei, v' 2 mit «, durch die Gleichungen verbunden sind: 

Dio Grössen t'„, t] 3 , sind, wenn 

o = 2K n 'J A , , 
2K U 2K„ 

gesetzt wird, durch folgende Gleichungen definirt: 



(80 



,.i aar;, 2jr a 

° 2^ 2ff„ 



i 



2iK li 2K i2 
2iK n 2ff n 



i B = — 



2Ä,, 2iJ& 



(10.) 



2/t u 2>An 

worin t|, = tJ, ist und ausserdem die Relation stattfindet: 

(9.) r tt .T„-r a .T n - fß u .K n -K t% .K u ) ' 
während die /f durch die Integrale bestimmt sind: 

r ""-/ufe^' *"—/-$sr' f ' = /w"' Ka= /i^r 



i 

17 



I 

17 



*~r / ?=kr «-^Hfe- 
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und 



(Ii.) iK' ßl = iK ßl , <J^«ikVH<5«. 

Aus der Annahme, dass x, X, fi reell und < 1 sein sollen, folgt unmittelbar, 
die so bestimmten K m .*. . jf u , ... säinmtlich reell sind. 
Ebenso ergeben sich für das zweite System 

dx, dx, 



(12.) 



x. dx. 



+ 



x t dx t 



die 



i'äC*,) .)'«(*,) 



= adUi+ßdth, 



(13.) 



iM-r) 



*C»,»»i» t ,i» t i»i*«)» 



(14.) 



worin « und £ constante Grössen, ferner 

+ « = 2C„e l +2C ia t> a , 
fyWi+^h+C = 2C^ 1 e 1 +2C»» l , 

und C„ , ... durch Integrale Ähnlich den für das erste System aufgestellten 
bestimmt sind, in denen nur statt x, l, n die Grössen c, /, m zu setzen sind. 

Die Bedingung dass zwischen *», x 2 , y„ y, zwei algebraische Glei- 
chungen stattfinden sollen, geht, da sich diese Grössen durch 

o/(«, , x, X, n\ , o/(«, , x, X, fi) s 
o/(«« i +/?« 1 -f-f,r«,+^+^c,/,w) I , fl/(«« l +/?« I +«,y« 1 +<y« I +?,c,/, W ) J 
algebraisch ausdrücken lassen, darin über, dass auch zwischen diesen vier 
Funcüonen zwei algebraische Gleichungen bestehen, die von der Form sein 
werden: 

I F 2 (a/(«, . . .x. . .)?, a/(«, . . .x. . .)J, a/(««, . . . c. .-.)*, «/(an, . . . c. . .)\) = 0. 
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Nun ergeben sich aus den Transformationsformeln des §2, meiner Abhandlung 
(Band &1 dieses Journals) unmittelbar folgende Gleichungen : 

(16.) a/( Ml + 2A'„^4-2/r I ,)? = <*/(«,,«,)?, o/(«, +2K n , u 1 +2K»)\ - q/f«, , u,)l 
(17.) o/fa-f 2/r,„«,+2ff„)i = q/(«/„»Ji, fl/(« I +2/f Il ,« l +2if ai ) , J = o/(«„u l )J, 
(18.) a/(i»,+2i/f;„ti t 4-2ty;,)l = ol(*„u t )l, alju^iK^ *+2iK'n)l = alju„ 
(19J fl/f«^«^ ,«^,^)? = g/fo,«,)?, a/(«,+2i7ir; i< «,+2t/T4)? = o/(«, , +)l . 

Da die Gleichungen (15.) für beliebige «, , «* 2 bestehen, so werden wir in 
der Substitution der Perioden ein Mittel haben, um die Werthe der Coefficienten 
a » ßt Zt °* sowie die Relationen zwischen den Periodeninlcgralen herzuleiten; 
setzt man nämlich in i'lö.) statt th der Reihe nach: 

M l +2m 1 Äi t1 « J + 2m, /f„, 

«,+2m, Ä",j, « I + 2nt, ä„, 

«t, + 2m;.7T n , u. < + 2ro;i/T J ' I , 

^M 1 -f2m2i^ 2 , » 1 +2miiÄ' M , 

so erhält man acht Gleichungen, welche die Relationen zwischen den in ein- 
ander zu transformirenden Systemen liefern werden. 

Aus den beiden algebraischen Gleichungen (2J folgt nämlich, dass 
einem bestimmten Werlhepaare sc,, im Allgemeinen eine endliche Anzahl 
von Werthepaaren y, , y , entspricht und umgekehrt. Ein bestimmtes Werthe- 
paar von y,, y. liefert aber ein Werthepaar von: 

«/(•»I, «i, *, ...)», 
also darf diesen Grössen auch nur eine endliche Anzahl von Werthen 

g/(<rtf,+/fo> +*....c,...),, 0/(01/,+ /?«, + <,... e,...), 
entsprechen. Da aber aus jedem der durch die Substitutionen (20.) entstan- 
denen Gleichungssy slcme sich unendlich viele Werthepaare ergeben, so 
müssen sich die einzelneu Paaro von einer bestimmten Grenze an wiederholen 
und es müssen also die Gleichungen stattfinden: 

f2t v j o/(gi« t +/?ih+^2ttm > #f )l +2/?m,tf tl , 7>«.-r-<?ih+ g4-2ym,A', l -f-2fym,Jr„,c,/,w)l= 

Uggä + fe±« + 2«n t lf M , yih+^+"g+2yn t /T„+2 dn, lf 3I ,cj,m)] 

und ähnlich gestaltete, die sich für die Abelschen Functionen mit dem Index 
1 und 3. aus den in (20.) angegebenen Substitutionen ergeben. 

Da nun die Functionen al(u,i u,) m nur vier Perioden haben, so könnte 
man aus den Gleichungen (21.) unmittelbar die Relationen herleiten, zu denen 
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am Ende des folgenden Paragraphen geführt werden; ich ziehe es jedoch 
vor, hier eine rein algehraische Auflösungsmclhode zu geben, da dieselbe uns 
einige für die Theorie der ^-Functionen wichtige Formeln liefern wird. Fügen 
wir also zu den Gleichungen (21.) und den dazu gehörigen noch die Ähnlich 
gebildeten für die JAe/schen Functionen mit dem Index 13 hinzu, was, da die 
Argumente * 2 beliebig sind, erlaubt ist, so würde, wenn: 

|o« 1 +/9n 1 +2am 1 lf„+2/9m 1 #r, l 4-« = 2C ll »;+2C 11 toi, 
>, + J*+2j™ 1 Ä ll + 2*m l Ä, I + !; = 2CU+2C»*; 



(22.) 



(23 ) j°»«+/^+ 2an «tf" + 2 /* n ' A *i'+ f = 2C 1I » I + 2C 1J ^, 
ly«, + <>t»,+2yn l lf, 1 + 2Jii l Ä J1 + S = 2C»» l + 2Q R * 1 



gesetzt wird, unsere Aufgabe folgeudermassen lauten: 

Es sollen die Werthe von »i, toi als Functionen von to,, to, ausgedrückt 
gefunden werden, welche die drei Gleichungen befriedigen: 



(24.) 



Zur Lösung dieser Aufgabe schicke ich ein System von Additionsformeln 
voraus, das mir für die Behandlung verschiedener Fragen in der Theorie der 
v46e/schen Functionen als das bequemste erschienen ist. 

§• 2. 

Indem ich die im §. 3 meiner Abhandlung (Band 64) gebrauchten Be- 
zeichnungen festhalte, setze ich 

»i-ii «2 = 3, 

also 

e=(13)(13) = 5, « = 1, 3, 13, 

so dass, wenn <7 = 5 angenommen wird: 

Y ~ 5, 1, 3, 13 ist. 

Die dort aufgestellten Gleichungen werden nun, wenn «, — «p 2 = 0 gesetzt und 
mit /»„, mit Q a , mit p a , 

•?(»,,&,)„ mit q a bezeichnet wird, folgendes System von Additionsformeln 
ergeben : 
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(25.) 



&t • Pia Qua = 



9\P*Q> = plql + p\q\ +plql +pUq\>, 

&] Pu Qo = plql +p\qlt+plq*+p 1 nql4-, 

V-Pi Qi = -Plql +Plql -pW*+P»ql, 

Si.PjQt = p\q\ -pWa+plqu-pWw 

&l P, P, = -plql +P\q»+Plql -Palt* 

&1>P* Q* = plql — plql*— />3 0m4-Pij9uu 

• "ui Voi = p* Tux — Px q» + — Pu ?m » 
-pJ +J>? ?m -J>] ?u +fu qU 

plqlo—plqU—plql +pUqlii 

di.PmQm = -plq\+p\q\>+p\q\2-p\*q\, 
ft.PnQa = plqn+plql +P3?34+pL?m, 
Oi.P»Q u = -plq'n-plql +plq\ +pW» 
#s • fi« 0m = pltfu+pl ql -p] qia-p» ql* , 
&lPnQv = plqli+plq?*— plql — pii?n* 
/>,«(>„ = -p»^-p?^o+p^3i+p?j9S, 
»l P»Q» = plp\*+p\<$n+plq\ +pW»- 

Die drei Gleichungen (24.) werden nun, wie aus der dritten, fünften 
und zwölften der eben aufgestellten Additionsformeln ersichtlich ist, in das 
folgende Gleichungssystem übergehen: 



(26.) 



#(»i+*i, »;+»*)! #(»;-*, ,»i-bi)i = o, 

# (vi +*m &;+»,), #(b;-to,,öi-&i)3 = o, 

# (toi + »,,*;+&,),,#(*?; -*>,,»;-*>,)„ = 0, 



oder vielmehr, es werden die gesuchten Wertho von v M toi, wie aus (22.) 
und (23.) hervorgeht, die folgenden drei Gleichungen befriedigen müssen: 

l#(to;-to„ &;-»,), = o, 

(27.) J^(to; — to^toi-to,), = o, 

(^(to;-to„to;-to,) u = 0. 

Es ist also die Frage darauf zurückgeführt, die Werthe von u>, und w> 2 zu 
suchen, für welche die drei Functionen: 

& («>,, »,),, ^(w,,Wj)j, #(«?,, t^)» 
zu gleicher Zeit Null werden. 

Zur Lösung dieser Aufgabe schicken wir folgenden Hülfssatz voraus : 
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Wenn 4, 4 Werthe der Variablen sind, welche die drei Gleichungen 
befriedigen : 

(28.) 0(« n *), »0, 3(4, 4), = 0, S(4,*)u = 0, 
so müssen noth wendig die Gleichungen bestehen: 

(0(4 +«,.4+«.), y a /g^4XV (0C«.+*. 4+4j.y m /#fc,«L V 

( »C4 +«.,«.+•,).. y _ f tf(«..^).. y 

^(«,+«„4+4). ' ~^(4,4). ' 
Zunächst ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn 0(4, «,),, #(4, 0(„^ ^ 
fBr dieselben Werthe von 4, 4 verschwinden, nicht auch #(4,4), für eben 
diese Werthe Null werden kann; denn nach der ersten Formel (25.) ist: 

#;.#(4 + 4,4 + 4)»£(4-4,4-4) i = 

d(4,4)^(«i,4)J+*(4,«h)I*(4,« I )?+^(4^)^(4,4)H^4,4) I u*(4,e I )J J ; 
wire nun au gleicher Zeit: 

= *(«m *) t = 0(4, 4), = 0(4, 4)„ = 0, 

so musste auch 0(4+4, 4+4)»#(4~4, »fc-4). = 0 »ein, was, da 4, 4 
beliebig sind, unmöglich ist. 

Nun ist nach Formel (4.) (Bd 64, p. 28 dieses Journals): 

^..^t.*(4+e 1 ,4+« J ) J ^(4-«i,4--^)i = 0(4,C 1 ).^(4,4)i*(4,4).*(4,4), 
und nach Formel (1.) 

0 s .0,.0(« 1 +4,4+4).*(4-«i,4-4)i = *(4,er),0(4,e 1 ) 4 0(4,4).^(4,4). 
oder durch Division, die erlaubt ist, weil, wie eben bewiesen, 0(4,4), 
nicht Null ist, 

( 29.) *("■+«.> «.+0. = j£l y«h.*y 

Ebenso folgt aus der elften und ersten Formel (Bd. 64, p. 28 dieses Journals) 

> 0(4+e„4+O. *77 0(4,4). 
und aus Verbindung von (29.) und (30.): 

(31 ) + "«+ •«)■» „ _*s_ ^(«..«.),t 0(4-4),, 

0(4 + «,, 4+0. 0„ »(«„«.), 0(4,«,). ' 
welche Gleichung, wenn man die Substitution 2 auf sie anwendet (Bd. 64, 
p. 23 dieses Journals), übergeht in: 

für M.thtmaUk Bd. LXV. Heft 4. 44 



Digitized by Google 



342 Königsberger, über diu Transformation der Abfischen Funct.. erster Ord, 

Nun erhalt nu aber aus (31), wenn man in derselben «, = -«,, «a = -e 2 
setzt, die Gleichung: 

so dess (32.) übergeht in : 

Behandelt man ebenso die i>- Functionen mit dem Index 23 und 2 durch die 
Substitution 2 und die Functionen mit dem Index 01 und 03 durch die 
Substitution 01, so erhalt man die beiden Gleichungen: 

cu \ ( gfo +'■> ".+««). V- P (w " &3tV t W*i++* ^4«.).; V / ^(«. . «t)ii Y 

(34 ° Uc-.-f.^+e.x ^ -v«gHC« UoW,vw! J -^yRTitf J 

Bevor wir zur Anwendung dieses Satzes geben, müssen wir die Ent- 
wicklung des zweiten Differentialquotienten de* Logarithmus der .V- Function 
in algebraische Functionen der Quotienten voranschicken. 

Ich begnüge mich mit der Angabe des Resultats, indem ich nur be- 
merke, dass dasselbe aus der ersten Gleichung (25.) durch Entwicklung beider 
Seiten der Gleichung nach Potenzen von e t1 e 2 erhalten wird; die drei Re- 
lationen sind: 



ES /&.V /&.V /Sii V 

öc - 4-1 S V j »c«,vy.),Y 1 1 ^ W("«>«.)« Yi I ^. V^ii^üY 
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Sind nun 4, e, Werthe der Variablen, welche die Gleichungen befriedige: 

*(*,*), = 0, 0(e lV e,) u «O, 

und setzt man in den Gleichungen (86,) statt •„ «,.+ «,, etatt «,+ «,, so 
erhalt man mit Benutzung des in den Gleichungen (83.), (84.) 
Hulfssatzes die Gleichungen: 



(36.) 1 



du\ ~~ du* ' 

du,.du t du r du. 



D:<- Integration dieser Gleichungen liefert die Relation: 

(37.) + - «^"■^• +r *(«„« 1 j, 

wo p, q, r Constanten sind. 

Seien nun ei zwei andere Werihe, für welche £(»,,«;),, #(*,,»,),, 
^(*„i(j)h zu gleicher Zeit verschwinden, so erhält man ebenso: 

(38.) #(«,+*;, %+«i), ✓- + «'- + ^(« n *), 

wo, wie leicht zu sehen, zwischen den Grössen />, 0, e,, jj r , 0', ei, ei 
die Relation bestehen muss: 

(39.) p e\ +qe>-p'e t - q'e, = 2sni, 

wenn $ eine beliebige ganze Znhl bezeichnet. Durch Substitution der vier 
Werthepaare 0,1; 1, 0; x„, r„; t„, t w ergeben sich für e,, a, folgende 
Ausdrucke: 

(40) \ e ' = m ' + " ,r »~ l W,T ' 2 ' 

in denen die Grössen n,, w,, f»,, wie man sieb durch Einsetzen in die 
zu befriedigenden Gleichungen fiberzeugt, beliebige ganze Zahlen sind. Es 
sind also die Lösungen der Gleichung (27.) also auch die der Gleichung 
(24.) folgende 

t>i— *i =*» »•«+tiirji+aittT I ,, 



in denen r„, r„, « u , * 1} beliebige ganze Zahlen sind, oder nach (22.) 
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und (23.): 

(41) UWi-«i)( ft ffu = ^.(fu + tnTu+tnT.O + Cu^n+fnTM+^T,,), 
l(«|,~%)(rff,l+4%a) = ^.(ru + tnTu+tnT^+Cn^+tnTM+^T«). 

Aehnlich liefern die flbrigen Systeme (20.) die Gleichungen: 



(42.) 



|(m,-m) (<*K n +ßK n ) = C„ (r„ +«,,!„+ ««t„) +4i*ti+*»s*0i 
|(nt,-n I )(yÄ' 11 +Ö % Ä J1 ) = ^.(rM+^+fnTnJ + Cnfra + ^.T^ + ^Ta), 



ji(wi-ni)(«lf;.+^a,) - C 11 (K I +#i 1 T il +#; j T„)+C II (r' 11 +tuT,,+*> a ) 1 
( 30 ji(m;-n;)(yK;«+^.) = C J (ri,+*;,T ll +#i,T M )+Ca(r; i +t' u T M +^T„), 

(t(m;-n;)(aK; l +/?Är;) = c u (r; 1 +#;,T U +«;T ll )+c M (r;+ # ; l r, l +4T B ), 

( 0 (i(ra;-n;)(yjr^+ t r^) = Ci 1 (r^+#; i T u +4T n )4-C„(r^+^T I1 +^T a ), 
wo die r and beliebige ganze Zahlen sind. 



(45.) 



« 3. 

Setst man zur Abkürzung 

«2 (rn+«nT, ,+#„T tt ) = m„ , rth (rii+«u T »i+»B T ») = m n, nt, — n, = »j , 

*i(''«+*n T ii+*n T ») =* *•»«» *i(»m+«ii*»i+*ä t «) = *)n m»~ tt 2 = flh, 

m (ru+*uTii-f»«Tu) = »'u » («'»i+*uTji4-#«T») = m' tt , tni — n, = n», , 

«i(r;,+»i.Ti.+»nTtt) = «i;i, a»l(r»+#iiT M +# a T«) = «4, mi-ni^»,, 

die Gleichungen (41.), (42.), (43.), (44.) folgende Resultate: 

m,,w„ — w„i 



(46.) 



j — 

x ' a = w | m » , m '»> m tt— m ii^n. t 

T ' _ IW ' gt « , m 'it"*n — m 'n m i* 

x ' n — "i 1 "» . w ii' w n ~ w »> m t* ^ 



m m / m m Mm » 
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(47.) 









_ _ cff is 


~e\%ße\l 




% 1 1 (*S i i + "n i) — 


K lt (m,,C tl 










*i « ("•• i i + "i i i ) — 






» l «i,(Ä' l ,Jf ll 


~ *lt*t|) 




Jf n("ti^< + "ii^ l ) — 







(48.) 
wo noch, wenn 

gesalzt werden, die aus der Gleichung T a = t' 21 hervorgehenden Bedingungen 
hinzuiufflgen sind: 

[ ^,(e-i<»u-p. 1 e:.)=o, £ fp. J o: 1 -p:,o. 1 )=o, 

(60.) I 2 (f.i^i-cii».») 30 » «f («. 1 <Ca-<»rtO'.i) = 0, 

( -f (f.i oli - f Ii o„) = «, -f ((>„ oi, , - pU **) = », 

worin n eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 

Eb iat nun noch nachzuweisen, dass die soeben für die algebraische 
Transformation aufgestellten notwendigen Bedingungen auch die hinreichenden 
sind. Nach Hermiie (sur la theorie de la transformation des fonctions Abelienaes, 
comptes rendus, tomeXL, anoee 1855) ist nämlich, wenn wir: 

ei = •»,.»>,. ui,, e, = *»!.■!,.»,, 



algebraisch durch die Functionen des ursprünglichen Systems 
Da nun 

Function der Functionen 
'in 'm 
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und endlich 

algebraisch durch 

»{ntimtuu, m^toj, «,*■,(,„ m.iMn, »^»(m)* 
ausdrackbar ist, wie man leichl einsieht, wenn in die oben aufgestellten Zablen- 
gleichungen 

o'u — 1 , 0« = 1, (f n ~ , p« = 
gesetzt wird, so folgt, dass die aufgestellten Transformationsbedingungen die 
nothwendigen und hinreichenden sind. — 

§ 4. 

Nachdem wir bis hierher die Moduln der Abeischeü Integrale keiner 
Beschränkung unterworfen haben , machen wir nunmehr die Annahme, von 
der bereits am Anfange dieser Arbeit die Rede war, dass die Moduln des 
ursprünglichen Systems c, t, m sowie die Moduln des transformirten Syslemp 
x, k, « reell und <C 1 seiu sollen. 

Da unter dieser Annahme die Perioden K und A reell werden, so 
müssen die t und x' rein ünaginaire Grössen sein und man wird, wenn der 
reelle und ünaginaire Tbeil in der ersten der Gleichungen (46.) auf beiden 
Seilen einander gleich gesetzt wird, ans dieser einen Gleichung folgend« zwei 
erhalten: 
l 

(M.) jw.m, . e:,pt.-g..g.,+(g'.,g..-g. l g;,X y ,. t « t - r l . r tt; 

und 

(52.) l m,m t {q n a\ ,-q\ ,g, t >, , +C ft,g', J -^ t jirjr, , , g tl o | ,>„ +( g ', ,c„-p„ g', ,)t„ 

Die Ähnlichen Ausdrücke für t«, t'^, t'„ ergeben sich aus (51.; und (52.), 
wenn man in den Zählern dieser Ausdrücke 1) in den nicht gestrichenen 
Buchstaben für den -ersten Index 2 den Index 1 setzt ( mit entgegengesetztem 
Zeichen), 2) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 den 
Index 2 setzt, 3) in den gestrichenen Buchstaben /Ar den ersten Index 1 
den Index 2, in den nicht gestrichenen für den ersten Index 2 den Index 1 
setzt (mit entgegengesetztem Zeichen). 
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Man erhftlt auf diese Webe 6 Gleichungen zwischen den 6 Grössen 
r„, ans denen sich bestimmte Werthe derselben, ausge- 
dräckt durch die ganzen Zahlen p nnd o, welche nur die Bedingungsgleichungen 
(50.) an befriedigen haben, ergeben würden. Damit würde jedoch das reelle 
Transformationsproblem, wie wir es uns oben vorgelegt, und in dem »war c, 
/, tn reell und <C 1, im Uebrigen aber als beliebig gegeben vorausgesetzt wurden, 
nicht gelöst sein; es ist vielmehr dazu noth wendig, dass, damit sich für r„, 
t„, r n keine bestimmten Werthe ergeben, drei dieser 6 Gleichungen identisch 
werden. Es müssen also die drei Gleichungen (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten, oder (52.) und die zwei zugehörigen identisch werden, weil je 
drei immer denselben Nenner haben und t u , r„, r„ sich durch diese Glei- 
chungen aus *u, t, 7 , bestimmen sollen. 



§. 5. 

Wir ziehen nun den ersten Fall in Betracht, in welchem der Aus- 
druck (51.) und die zwei Ähnlichen für r' n , t», die wir hier jedoch nicht an- 



Dle nothwendigen Bedingungen dafür sind offenbar folgende: 



(53.) 



P'i.Pji — PiiPii = 0, 
PuPiJ — PuPii = 0, 
piipu-pnpn m °? 

piipn-PnPw = 0, 



) 



(54.) 



o u o n ~a u a' tt = 0, 
loi,«,,— o u d n = 0, 
|oi,*r M — a n o' n =0, 
' OnO,,— a u a n «■ 0, 



(55.) 



Pn O v — p n 0„ = p„ a Jt — p n O u 



0, 



"Die Untersuchung dieser Gleichungen ergiebt, wenn man darauf achtet, 



dass- die drei andern Ausdrücke für x' n , x' n , %' n nicht identisch verschwinden 
sollen, nur die beiden Fülle: 

(56.) if' n — p« = pu = p» = 0 und o„ = ö„ = 0^ = o„ = 0 



oder 



(57.) p„ = pu = Pu = pn = 0 und o*,, = o|, = a n = <j„ = 0. 



Digitized by Google 



348 Kontgsberger, über die Transformation der Abdicken Funct. erster Oed. 

* 

Im ersten Falle erhall man die Ausdrücke: 

(58) r\. m + fa < M f '»~ftf*'" r » Z&igiifii 



und die ähnlich gebildeten für t„, t„, t m , ferner 

(59.) 



t ; = (».-o«..-fa-'»)?«. 



während die ? und </ den Gleichungen genügen müssen: 

p»o',i-f-(>Möi, = 0, 



(59-.) 



woraus leicht folgt, dass die Coefficienten von r u , x„ in dei 
fiii i», *» bis auf das Zeichen einander gleich werden. 

Die Multiplikatoren o, ß, y, d sind durch die Gleichungen gegeben 

(60 .) a = guftuä A.)- ^..Cft.fi. + ft.q.) , 
und die ahnlich gebildeten, woraus ersichtlich, dass in diesem Falle die 



Im zweiten Falle (57.), erhalten wir für die transformirten Moduln c 
Ausdrücke 

(61.) T u = m,m * ~ g '' ***'*' 1 ~0n g " r 't+g'i i tf n r n "hg'i |g»t y n 

(*u*ti — a it a »i)( r u r t» T u r ti) 

und die Ähnlich gebildeten; die Argumente der transformirten Functionen 
haben die Form: 



(62.) 



(«„««-'..OO., *.«-*„*..) 



wahrend die Zahlen (>' und o die Gleichungen befriedigen 
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(63.) 



ti.0 u +pit0» = 0, 

Pn^i7+eii<7„ = 0, f 

cijO,j + ()^f; M = n. 

Auch hier sind die Coefficienlen von t i2 , t 21 bis auf das Zeichen einander gleich. 
Die Multiplicatoren er, ß, y, d sind durch die Gleichung bestimmt: 

I a = 

' (64 ^ [ K,t({o.,* t i | g,J.t)C^(''.i r i t ^ l i T tt)Qt)-^.(( g t. T .i^ti t .t) c l . Kg„r„+g M T, t )(7, t ) 

m » "»t C A 'i i *» t - ■ K 1 1 K ■ i ) 
und die ähnlichen, woraus hervorgeht, dass in diesem Falle die Multiplicaloren 
rein imaginär sind. Wenn also die Gleichung (51.) und die zwei ähnlich 
gebildeten identisch werden, so finden wir zwei verschiedene Arten von Trans- 
formationen, deren wesentlicher Unterschied darin besteht, dass in dem einen 
Falle die Multiplicatoren reell, im andern rein imaginär sind. 



§. 6. 

Eine genauere Untersuchung erfordert die Annahme, dass die Glei- 
chung (52.) mit ihren zwei ähnlich gebildeten identisch werde, oder dass: 

Jpjjöij — p| s (j a 4-pi|0- 2I — p„ a'n — 0, 
PhOm — Ph ct » — 0, 
Pu^li — PiiOn = 0, 
Pijtfij-Pijtfii + Pnffu— PnOu = 0, 
piiO« — Pn^ia = 0, 
Pm°ji— Pn 0 « = 0, 
Pk«ii— pjjO-M-r-piiffii— Pn°m = 0, 
PiiOji — p 21 0« = 0, 

p, 2 ai, — PmO u = 0, 

|pt?0a — pM^n + piiffu— Pn°u = 0, 

pilOii — PuO« = 0, 
JPiiPjj-PjiP» = 0, 

|o u <r M — <r n ffa = 0. 

Bd.LXV. Heft 4. 45 



(65.) 

(6«.) 

(67.) 

(68.) 
(69.) 
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Aus den beiden ersten Gleichungen von (65.) und (66.) geht hervor, dass 

entweder <ri, = 0 und (>» = 0 oder ffa o„ - p 12 a n = 0 ist, 
ferner aus den beiden letzten Gleichungen von (65.) und (66.), dass 

entweder a n = 0 und (/„ = 0 oder {> n <h 3 — p 2 ,o, 2 = 0 ist. 
Da nun nicht zu gleicher Zeil (xii = 0, o l2 =0, pii = 0, (/„ ~ 0 sein kann, weil 
dann der Zähler von r n in (51.) identisch Null würde, so können, wie aus 
den beiden anderen Bedingungen hervorgeht, in den Nennern der Ausdrücke 
von t„. r„, t 22 nicht t,, und t 2; zu gleicher Zeit vorkommen. Es möge 
nun T, t herausfallen, so dass die Bedingungen gellen: 

v 70.) o n = 0, (> n = 0, f»u<fe— = Ü. 

Die zweiten Gleichungen von (65.) und (66.) gehen dann über in: 

(> n rx,i + Cu^u = 0, 

woraus 

entweder p n = 0 und a n = 0 oder p«o- u — fii<*u = 0 folgt, 
und da die ersten Bedingungen den Zähler von i' u zu Null machen würden, 
so bleibt nur 

(71.) PjjOh-P.jOjj = 0, 

mit anderen Worten, es verschwindet auch r„ aus dem Nenner von (51.). 
Da nun nach (69.) 

so folgt wieder 

(72.) entweder <i n = 0 und p„ = 0 oder a n (j u — (»„o,, = 0, 

d. h. es fällt entweder r 13 oder t„ aus dem Nenner heraus. 

Da aber auch a n a n — a l2 a 7l = 0 sein soll, so ergiebt sich 

(73.) entweder n n = 0 und <r 2l =0 oder p 22 a, 2 — |»„«7„ = 0, 

woraus in Verbindung mit (72.) nothwendig folgt, dass: 

(74.) entweder a u = 0, o n = 0, 

(75.) oder p 12 = 0, p K = 0. 

Es würden sich also zwei Fälle ergeben, welche durch folgende Bedingungs- 
gleichungen bestimmt sind: 

/ a' n = 0, p', 2 = 0, j <t„ = 0, p, 2 = 0, 

l jpiitfn — P«»i2 = 0, II. jCii^n — PjiO.j = 0, 

' <;„ bb 0, a 21 = 0, ( (>„ = 0, (j„ - 0. 
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Für die ersle dieser beiden Annahmen folgt aas (50.): 

a n o 2l = 0, (>»oi, = 0, 

also entweder 

(jj, = 0 oder a n = (<„ = 0. 

Da aber die letzte Annahme den Zähler in (51.) zu Null machen würde, so 
mussai, = 0 sein. Nun ist ferner nach den zweiten Gleichungen (65.) und (66.) 

pj?o« = 0, p,jO,j=0, 
woraus ähnlich wie oben o'„ = 0 folgt. 

Benutzen wir endlich die dritten Gleichungen in (65.) und (66.), so 
ergeben sich die Bedingungen: 

PilOj, = 0, PnG|j = 0, 

welche, da a n = 0 und a K = 0 wegen des Verschwindens des Nenners un- 
statthaft ist, in q'„ = 0 übergehen. 

Genau in derselben Weise würden sich in dem Falle II. noch die Be- 
dingungen hinzufügen lassen: 

C» — 0, p„ = 0. o'„ ~ 0. 
Stellt man die erhaltenen Bedingungen in jedem dieser beiden Falle für sich 
zusammen, so sieht man, dass sie, da der Zähler von (51.) verschwindet, un- 
vereinbar sind; es ist also unmöglich für den Fall, dass r n aus dem Nenner 
herausfällt, die in den Gleichungen (65.) bis (69.) gestellten Bedingungen zu 
befriedigen. Zu demselben Resultate gelangt man auch bei der Annahme, 
dass t u aus dem Nenner verschwindet, d. h. dass die Bedingungen gelten: 
o« = 0, pi, = 0, p»0 u — pu«2i = 0. Nimmt man endlich den letzten noch 
möglichen Fall, dass die beiden Gleichungen stattfinden: 

ff» °i i ~ Qti °2i — 0 und (»,, a n — p„ a n = 0, 
so gelangt man genau auf demselben Wege zur Uebcrzeugung, dass die Be- 
dingungen (64.) bis (69.) nicht befriedigt werden können. 

Es ist somit nachgewiesen, dass die Ausdrücke (52.) und die beiden 
ähnlich gebildeten nicht identisch verschwinden können, ohne auch die Aus- 
drücke (51.) unbestimmt zu machen, ein Resultat, das von dem in der Theorie 
der elliptischen Functionen bestehenden abweicht, für welche Abel bekanntlich 
bewiesen hat, dass sich der den Gleichungen (52.) entsprechende Ausdruck 
identisch Null machen lässt, ohne den der Gleichung (51.) analogen ver- 
schwinden zu lassen, in welchem Falle sich eine Transformation der ellipti- 
schen Functionen mit rein imaginärem Multiplicator ergiebt. 

45* 
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} 

Es sind also die beiden angegebenen Fälle die einzigen, in welchen eine 
algebraische Transformation existirt, welche oin Abelschcs System mit den be- 
liebig gegebenen Grössen c, /, m, die nur reell und < 1 sein müssen, auf ein 
ahnliches System zurückführt. Sind jedoch nicht drei Gleichungen der Systeme 
(51.) und (52.) identisch, sondern eine geringere Anzahl, was natürlich nie 
bei zwei Gleichungen aus verschiedenen Systemen staltfinden kann, so können 
noch andere Transformationen als die oben angegebenen existiren, wobei je- 
doch zu bemerken ist, dass dann das gegebene System kein willkürliches 
mehr ist, sondern die Moduln t„, r m t 3 , oder auch c, l, m gewissen Bedin- 
gungen unterliegen werden. Sind nämlich zwei Gleichungen des Systems (51.) 
identisch, so werden die i der Bedingung genügen müssen, dass r u .T M — 
eine rationale Zahl ist, während, wenn zwei Gleichungen des Systems (52.) 
identisch .Null werden, eine ganzzahlige Relation unter den r des gegebenen 
Systems von der Form Ax n + Br n -\-CT n = 0 bestehen muss; in beiden Fällen 
können noch algebraische Transformationen existiren, die im Allgemeinen com- 
plcxe Multiplicatoren liefern werden. Ist nur eine Gleichung der beiden 
Systeme identisch, so wird für das erste System die frühere Bedingung be- 
stehen bleiben, für das zweite noch die Bedingung hinzutreten, dass die Quo- 
tienten der r im Allgemeinen rationale Zahlen sein müssen. Bestehen endlich 
alle 6 Gleichungen (51.), (52.) zu gleicher Zeit, so erhält man für die .Mo- 
duln 7 U , t )2 , r„ Zahlenformen, die noch eine unendliche Reihe vonWerlhcn 
für dieselben zulassen, deren Untersuchung jedoch in dem allgemeinen Falle 
der Transformation kein hervorragendes Interesse hat. 



§• 7. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall des allgemeinen Transformations- 
problems, in dem man voraussetzt, dass c, I, m, x, k, ( u respective einander 
gleich sein sollen, mit anderen Worten die Lösung der Aufgabe, alle mög- 
lichen Fälle zu finden, in denen das System von Differentialgleichungen : 

<**■ ■ d*t _ ( " + /fy,)tfy, ■ (« + fiy,)dy, 
v'ä(*,) Wa5 i«(y.) ' 

x,dr, x t d* t _ (Y + iy,)dg, Q + Jy,)rfy, 
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algebraisch inlegrirbar ist, wenn 

R{x) = x(i — x)(l — c'ar)(l — i'x){i — m'x), 

und c, l, m reell und < 1 sind. Es ist dies der Fall der Multiplication. — 
Was vor allen Dingen die für die Multiplication notwendigen Bedin- 
gungen betrifft, so sieht man leicht, dass die Gleichungen (41. J bis (44.) be- 
stehen bleiben, mit der einen Veränderung, dass wegen der Gleichheit der c, /. m, 
und x, X, u an Stelle der K und K' die C und C gesetzt werden. Es werden 
also mit dieser Veränderung auch die Ausdrücko für die Multiplicaloren «, (j, 
y, d (47.), so wie die Werthe der neuen Argumente der ^-Functionen (48.* 
dieselben bleiben, während mit Beibehaltung der oben definirten Zahlen im, n 
die Gleichungen (46.), in denen t^, = t u , t'„ = t,j, x' n — r ri zu setzen ist. 
durch Zerlegung in den reellen und imaginären Theil die folgenden Relationen 
zwischen r„, t i} , r„ liefern: 

/ «ii = 

«»>, (e»l^l'^».l«•,) ^ ,,+(ft^«lt^t ff M>l• + (ftl ff tl-p.• ff ll) ^ ll + (e. I ff tl-et,<',,>,, , 

f Tu = , 

*>'. (ft,ft.-e„p.,>(ff„<'..-«',.ff..X»„*..-'„'.,) 



(77.) 



und die ähnlich gebildeten für r n , t„, t m , welche man durch Vertauschung 
der Indiccs in den p, o, p' & auf die am Ende des §. 4 angegebene Weise 
erhölt. Die oben in den Gleichungen (50.) gefundenen Bedingungen endlich 
müssen fürs Erste durch folgende zwei Gleichungen ersetzt werden, welche 
man durch die Relation r 12 = r 2i und Absonderung des reellen und imaginären 
Theils erhalt: 

IPii(>i2— Pii<''n+(4ipn— P»pw-|-(0>ii— OnOn+o'nOn—aiiOn) (*j|T«-Tnt„) = 0, 
(78.) (ffnO'n— (*n(T„+pn<4-CM^i)^n+((»n»i3— Qn°ii-\-Q7i"'n—{fri°n)*n 

' + {9u a u— <?u a ii+Vn a n— (♦iiöii)T«+((»iiOn— QnO'a+pnOn— Pii^m)*» = 0. 

Soll nun die Multiplication für beliebig gewählte c, l, m also auch r u , r 12 , 
r n stattfinden, nur mit der Beschrönkung , dass c, l, m reell und <C 1 sind, 
so müsen die 6 Gleichungen, welche durch (77.) und die 4 ähnlich gebildeten 
dargestellt werden, identisch sein, in welchem Falle die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt 
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Was die Bestimmung der Werthe der Mulliplicaloren «, ß, y, o* in 
diesem Falle betrifft, so ergeben die Formeln (60.) und die drei ahnlich ge- 
bildeten: 



oder da 



9ii = also = ]/ - = J-r, 



wenn 

i 

gesetzt wird, die Werthe: 

wobei hervorzuheben ist, dass a und J einander gleich und rationale Zahlen sind. 

Wir haben nun noch den zweiten Fall zu untersuchen, in welchem die 
Gleichungen gelten: 

Pii = Pia = = Cm = 0, a'u = a n = a' n = d n — 0, 
und der, wie wir wissen, eine algebraische Transformation für beliebig an- 
genommene c, /, m (reell und <C 1) mit imaginären Mulliplicaloren lieferte. 
.Man überzeugt sich jedoch leicht, dass hier die für die Multiplicalion not- 
wendigen Bedingungsgleichungen (80.), (81.) nicht erfüllt werden können. 
Man erhalt nämlich mil Benutzung von (63.): 

CÜ <tn = 0, p« o„ = 0, g' n o„ = 0, 

9a <7n = 0, Qn Ort = 0, Q n o K = 0, 

Qu = 0, Qn 0 2 | = 0, 

welche den letzten beiden Gleichungen von (63.) widersprechen. 

Von den beiden möglichen Füllen liefert also nur der erste für be- 
liebige c, /, i» eine Lösung des Multiplicationsproblems und wir gelangen so- 
mit zu einem dem ^ftefechen Satze in der Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten analogen Theorem: 

Das System von Differentialgleichungen: 

+ dXt = O + fr'^' I 
,«(*,) yTtöö lfäfö) v'Ä(y.) ' 

g,<fe t g,dx. _ (r+<ty,)<* y, . (y+fy.)<*y, 
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in welchem 

und die Grössen c, l, m reell, <C 1, aber sonst beliebig vorausgesetzt werden, 
ist dann nnd nur dann algebraisch lösbar, wenn ß und y = 0, « = »T rationale 
Zahlen sind, oder wenn das System die Gestalt annimmt: 



dx, 


r 5 -«( 






>'«(*,) + 


)'*(*.) v 


1 i Ä(yJ 




x. dx. 




' y><ty, 




' !'*(».) 





Wenn jedoch die Moduln t„, t„, t w gewissen Bedingungen genOgcn, 
so ist nicht nur eine solcbo reelle und rationale Mulliplication möglich, sondern 
es kann dann auch eine complexe Multiplication stattfinden. Wir behalten uns 
eine genaue Untersuchung der verschiedenen Fälle, in denen nicht alle sechs 
Gleichungen (77.) identisch werden, für eine andere Gelegenheit vor und 
wollen hier nur noch mit wenigen Worten den Fall berühren, der uns zwar 
eine allgemeine Transformation mit rein imaginären Mulliplicatoren lieferte, 
die Bedingungen der Multiplication jedoch für beliebige t„, t„, t„ nicht be- 
friedigen konnte. Die für diesen Fall gültigen Gleichungen: 

Cu = <fa = fti = Pn = <*ii = Ott = a i\ = o' n = 0 
machen die erste der Gleichungen (77.) und die beiden zugehörigen für t,,, 
r« identisch, und es werden also die zweite der Gleichungen (77.) und die 
analogen die Bedingungen liefern, denen die r„, t„, r„ genügen müssen, 
damit die Transformalion in eine Mulliplication übergeht. 

Nun gelten für die Transformation eines Abelschcn Systems mit reellen 
Moduln in ein eben solches ausser den oben angegebenen Ausdrücken (51.) 
und (52.) noch die beiden folgenden: 

f \» ,-g',,<^, +(<*,, ?',,+<,(>', ,-g',,g'„ -g', ,g', ,)r„+(g', ,g„-p',,<*', ,)«■„ 

Vi»,»»,' (p,, ft,+»,,e,, -t»,,Ot«- ff nP.i)',t+(p 1 i ff ..-eii ff n) t t. ' 

und man sieht leicht, dass in dem hier betrachteten Falle sich die Grösse 
r n 7 :j— t ij**i als Quadratwurzel aus einer rationalen ZbM darstellt. Betrachtet 
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man ferner die drei Gleichungen (61. J, denen die r genügen müssen, und 
denkt sich für r u r n -r n x n seinen Werth = ■ \j 9 \' Q " einge- 

setzt, so erkennt man leicht, dass, weil sich die ganzzabligen Werlhe der p' 
und o so wählen lassen, dass den in den Gleichungen (63.) ausgesprochenen 
Bedingungen Genüge geschieht, sich für die Quotienten der t Zahlen von der 
Form k - r ergeben, wo k und k' rationale Zahlen sind, woraus wiederum 
die x selbst als Zahlen von der Gestalt \ m \-\m hervorgehen, in denen m 
und tu' rationale Zahlen bedeuten. Ich füge noch die Bemerkung hinzu, dass 
die Hultiplicatoren in diesem Falle rein imaginär sind, und wir also auf diese 
Weise einen Fall der rein imaginären Multiplication erhalten haben, in welchem 
die Zahlen r von der Form jjW gefunden wurden. 
Greifswald, 1865. 
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Geometrie auf den Flachen dritter Ordnung. 

(Von Herrn A. Ottoch zu Gie 



f. 1. 

Abbildung der Fliehe dritter Ordnung auf der Ebene. 
D ie bekannte Thalsache, dass die allgemeinste Fläche dritter Ord- 
nung der Ort des Durchschnitts dreier projectivischen Ebenenbündel ist*), führt 
auf eine Abbildung der Flachen dritter Ordnung auf einer Ebene, welche 
Herrn Chatte» Abbildung des Hyperboloids ganz analog ist. Sind x, k, p 
Parameter, o, «, a", b, ... lineare Ausdrücke in den R au mco ordinalen x,, 
x s . x s , x«, so sind die Gleichungen allgemeiner projectivischer Ebenenbündel : 

xa + kb +uc = 0, 
(1.) xa'+kb' +uc = 0, 
xe"+lb"+ l uc" = 0. 

Eliminirt man hieraus x, A, /*, so erhalt man die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung: 

S±ab'e" = 0; 

man kann aber statt dessen aus den Gleichungen (1.) die Verhältnisse der x 
als Functionen von x, A, p ausdrücken, und findet 

wo p ein unbestimmter Factor ist, und die Functionen /"homogene Functionen 
dritter Ordnung sind. Betrachten wir nun *,/.,/> als Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene, so entspricht jedem Punkte der Ebene ein Punkt des 
Raums und umgekehrt; und zwar tritt letzteres ausnahmslos ein, während für 
ersteres einzelne Ausnahmen stattfinden. In der Thal nfimlich geben die Glei- 
chungen (1.) nur dann bestimmte Verhältnisse der x, wenn von denselben 
nicht eine eine Folge der anderen wird. Setzen wir 

o = aiXi-f-OjX.} + <hXj-r-a 4 X4 

und ähnlich bei den anderen linearen Ausdrücken, so werden die Gleichun- 



♦) Vgl. hierüber Schröter, Bd. 62, p. 265 dieses Journal.. 

46* 



Digitized by Google 



360 



Clebich, die Geometrie auf den Flachen dritter Ordnung. 



gen (1.) nach den * geordnet: 

2{xüi + A6, + /'<?, )ar, = 0, 

2{xa\ +i6<"+,«c-')a! i = 0, 

und für diese Ausnahniswerthe von x, i, u, für welche keine bestimmten 
Werllie der x erhalten werden, müssen die aus dem unvollständigem System 

xa, -j-M, + ,"C| xa? +lbi -\-fiCi xa, -\-i.b, -fuc, xa 4 + kb 4 +/<c 4 
xa\ +lbi+ftc, xa, + x6j -f uc? xa, + i.b', -\-fic\ xa'^-\-kb\-\-fic\ 
xa't + kb',' + xoi -j- Ä6^' + + pc'l xa,' + -j- /<cV 

gebildeten Unierdeterminanten gleichzeitig verschwinden. Diese sind nichts 
anderes als die Functionen /] selbst; es müssen also für solche Werlhe die 
Gleichungen 

A = o, a = o, /; = o, /; = o 

zusammenbeslehen. Nun schneiden sich die Curven A = 0, A = 0 in neun 
Punkten x, i, und für dieselben ist, da die Functionen f, statt der x in 
(1.) gesetzt, diese Gleichungen identisch erfüllen: 

{xa, -rlb, +jU*)/i+(*a, +M< = 0, 

+j"ci )A + («£ + *6 4 +^)A = o, 
{xal+xK+MMM**; +W+f'cM = 0. 
Es ist also entweder auch A = 0, f t = 0, oder 

«>A -r"«/i +6 4 /; c,A + c«A 

«;A+«.A Kß+i&A 

A + ai A 6i A + A ci' A + c 4 A 
Die Gleichung ist eubisch für y-, und giebt also drei Schnittpunkte von A = 0. 

14 



0 = 



A = 0, für welche nicht auch A = 0, A = ö» wahrend für die übrigen 
Schnittpunkte alle Functionen /" gleichzeitig verschwinden. 

Die Ater betrachtenden Functionen f Bind also dadurch charakterisvrt, 
dass die Curven f, = 0 sechs Schnittpunkte gemeinsam haben. Ich werde 
zeigen, dass diese Bedingung hinreicht, um auf die Gleichungen (1.) immer 
zurückzuführen. Man kann, wenn eine Gerado 

Ai = xai+i6,+/ic, = 0 

gegeben ist, immer drei andere Geraden, und zwar nur auf eine Art, so be- 
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stimmen, dass 

(3.) 4A+4/*4-4/>+4/; = 0. 

Die beiden Curven vierter Ordnung nämlich: 

von denen die erste vollständig gegeben ist, haben erstlich die sechs Punkte 
gemein, in welchen die vier Curven f t sich schneiden. Die zweite Curve 
nber enthält noch acht Constanten, die man so bestimmen kann, dass beide 
Curven acht beliebig gewählte weitere Punkte gemein haben. Beide Curven 
haben also vierzehn Punkte gemein, und müssen daher ganz übereinstimmen. 
Die Functionen A sind dadurch bis auf einen Factor bestimmt, und dieser 
endlich lässt sich so einrichten, dass die Gleichung (3.) eine identische wird. 

Nimmt man zwei andere Gerade £, = 0, C, = 0, so kann man zwei 
ähnliche Identitäten aufstellen: 

ta/i+GA+Cj/i+c,/; = 0. 

Jede vierte Gleichung analoger Natur muss sich aus diesen zusammensetzen, 
da jede vierte Gerade sich aus <4,, Z?,, C, linear zusammensetzt. Schreibt 
man aber in (3.), (4.) wieder <r, statt f it so hat man die Gleichungen (1.) 
wiederum vor sich. 

Jedem Punkt der Ebene entspricht also im Allgemeinen ein Punkt der 
Fläche und umgekehrt ; ausgenommen sind davon nur sechs Punkte der Ebene, 
denen nicht Punkte der Fläche entsprechen, sondern Gerade, indem für die 
entsprechenden Werthe x, X, ,u sich die Gleichungen (1.) auf nur zwei 
reduciren. 

Die sochs Geraden der Fläche, welche hier fundamental auftreten, (die- 
selben, welche Herr Schröter 1. c. zunächst nachweist) bilden die eine Hälfte einer 
Schlä /[tischen Doppelsechs; und da jede Abbildung der Fläche nach dem hier 
angegebenen Princip auf ein solches System von Geraden basirl. so gieht es 
im Ganzen 72 verschiedene Arten die Fläche so abzubilden, deren zwei con- 
jugirt sind, indem ihre Fundamentalgeraden zusammen eine Doppelscchs bilden. 

§• 8- 

Gegenseitiges Entsprechen von ebenen Curven und Ilaumcurveu. 
Untersuchen wir nun die ebenen Curven, welche gegebenen Roum- 
enrven entsprechen, und umgekehrt. 
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Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche »'*' Ordnung ist eine Raumcurve 3n" r Ordnung. Da wir nun durch die 
Gleichungen (2.) die FUche dritter Ordnung ersetzen, so erhalten wir, wenn 

(f = 0 

di,e Gleichung der Fläche v " Ordnung ist. die Funkle der Schniltcurve, sobald 
wir iri <f> für die x die Functionen f einsetzen. Die Gleichung </> = 0 geht 
dadurch iu die Gleichung der der Raumcurve entsprechenden ebenen Curve über: 

welche ebenfalls von der 3«' Ordnung ist. Die sechs Werthsysteme, für 
welche alle f verschwinden, machen <p zu Null in der n ' Ordnung; die 
sechs Fundamenlalpunkte der Ebene sind also n fache Funkle der Ebene, den 
n Funkten entsprechend, in denen die Flache y = 0 von der betreffenden 
Fundamentalgeraden getrofTen wird. Man hat also den Satz: 

Die Abbildung des Durchschnitts der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche n Ur Ordnung ist eine Curve 3n Ur Ordnung, welche m jedem der sechs 
Fundamenlalpunkte einen n fachen Punkt besitzt. 

So entspricht also dem ebenen Schnitt der Fläche dritter Ordnung eine 
Curve dritter Ordnung, welche durch die sechs Fundamentalpunkte geht; dem 
Schnitt der FUche mit einer Fläche zweiler Ordnung eine Curve sechster 
Ordnung, welche die sechs Punkte zu Doppelpunkten hat, dem Schnitt der 
FUche mit einer anderen FUche dritter Ordnung eine Curve neunter Ordnung, 
welche die sechs Punkte zu dreifachen Punkten bat, u. s. w. 

Uniersuchen wir nun aber, welche Raumcurve einer beliebigen Curve 
Ordnung in der Ebene entspricht. Diese Curve der Ebene mag ausser- 
halb der sechs Fundamenlalpunkte d Doppelpunkte und r Rdckkehrpunkte be- 
sitzen; die sechs Punkte selbst seien bezüglich «, , e,, ... « 6 fache Punkte der 
ebenen Curve; wobei nur der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden mag. 
dass die Tangenten der Zweige eines solchen vielfachen Punkles sämmtlich 
verschieden seien. 

Die Ordnung N der entsprechenden Raumcurve ist die Zahl ihrer 
Durchscbniltspunkte mit einer Ebene, oder mit der ebenen Curve dritter Ord- 
nung, in welcher eine Ebene die FUche dritter Ordnung schneidet. Diesen 
entsprechen die Schnittpunkte ihres Bildes mit einer durch die sechs Fun- 
damenlalpunkte gehenden Curve dritter Ordnung; aber dabei sind die Schnitt- 
punkte auszuschliessen, welche in die sechs Punkte selbst fallen, da diese 
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keine Schnittpunkte anzeigen, sondern sich nur auf die Begegnung der beiden 
Raumcurven mit den sechs Fundamentalgeraden bezieben. 

Die Anzahl simmtlicher Schnittpunkte der beiden ebenen Curven ist 
3m; daher nach Abzug der in die sechs Punkte fallenden Schnittpunkte: 

(5.) N = 3i»-^c,. 

Die Anzahl von Tangentenebenen, welche von einer Geraden im Raum 
an die Curve geführt werden können (Rang /i), kann man auf folgende Weise 
bestimmen. Denken wir uns eine beliebige Gerade, welche die Flache dritter 
Ordnung in drei Punkten schneidet. Das durch sie gelegte Ebenenbüschel 
schneidet die Flache in Curven dritter Ordnung, welche jene drei Punkte 
gemeinsam haben. Diesem System entspricht in der Ebene ein Büschel von 
Curven dritter Ordnung, welche ausser den sechs Fundamentalpunkten noch 
drei andere Punkte gemeinsam haben. Die Frage nach der Anzahl von 
Ebenen des Büschels, welche die Raumcurve berühren, kommt also zurück 
auf die Frage nach der Anzahl von Curven des ebenen Büschels, welche die 
gegebene Curve Ordnung berühren. Sind also, am diese Zahl zu be- 
stimmen, « = 0, » = 0 zwei Curven des Büschels, also 

u + lv = 0 

ein Büschel von Curven dritter Ordnung, welcher durch die sechs Fundamental- 
punkte geht, so kommt es darauf an, die Zahl der Werthe von / zu finden, 
für welche die Curven «+it> = 0, f=0 einander berühren. Nun liegen (vgl. 
Bd. 64, p. 215folgg. dieses Journals) die Berührungspunkte dann im Durch- 
schnitt von f=0 mit der JacoMschen Curve von «, v, f } und die Anzahl 
möglicher Berührungspunkte wäre demnach »(» + 3). Aber man beweist ähn- 
lich, wie dies a. a. 0. für gemeinsame Doppelpunkte beider Curven ge- 
schehen ist, den Satz: 

Sind ii = 0, c = 0 nc ei Curven gleicher Ordnung, und ist 0=0 die 
Jacobische Curve von « = 0, e = 0, ^=0; gehen endlich « = 0, c — 0 
durch einen r fachen Punkt von f=0, so hat auch 0 = 0 daselbst einen 
r fachen Punkt, und die r Tangenten von 0 = 0 fallen mit den r Tan- 

Mithin absorbirt jeder rfache Punkt von f=0 r(r + l) Schnittpunkte 
von ^=0, 0 = 0, weil jeder der r Zweige von 0 die r Zweige von f 
schneidet und einen derselben berührt. Die von den sechs Fundamental- 
punkten herrührende Erniedrigung der obigen Zahl ist daher J2a ( (cr,+ 1). 
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Nehmen wir hinzu, dass wie bei dem Tangentenproblem jede durch 
einen weitern Doppelpunkt gelegte Curve des Büschels als eine doppelte, 
jede durch einen Rückkehrpunkt gelegte als dreifache uneigentlicbe Lösung 
des Problems anzusehen ist, so findet man: 



Als dritte Bestimmung kann man den Umstand benutzen, dass die Klassenzahl 
p der zugehörigen Abehchen Functionen für die ebene nnd für die Raum- 
curve den gleichen Werlh hat. Diese Zahl ist, ausgedrückt durch die Sin- 
gularitäten der ebenen Curve: 



Mit Hülfe von Sahnons Gleichungen (Geometry of three dimensions p. 236, 
237) und der Gleichungen, welche ich Bd. 64 dieses Journals p. 99 gegeben 
habe, findet man folgende weitere Bestimmungen: 

Die Zahl der Schmiegungsebenen, welche von einem Punkt des 
Baumes an die Raumcurve gezogen werden können, (Klasse der Raumcurve): 



Die Anzahl von Punkten der Rnumcurve, in welchen vier nächste Tangenten- 
ebenen sich treffen, (stationäre Punkte): 



Die übrigen Singularitäten setzt man nach Salmons Gleichungen mit Hülfe 
dieser leicht zusammen; sie nehmen weniger einfache Ausdrücke an. 

Aus den Gleichungen (5.) — (9.) kann man nun auch umgekehrt* wenn 
die Zahlen N, R, B und die « bekannt sind, die Singularitäten der ebenen 
Curve bestimmen. Insbesondere findet man: 



woraus der Satz folgt: 

jede lUilpe einer Doppeltecks *o, dtus die Zahl dieser Schnittpunkte, um die 
ttrdttung der Curee termehrt, durch 3 theUbar tat. 

Wenn man in den obigen Formeln 3« statt » und alle n gleich n 



(6.) R = < if« + 3)-2rf-3r-^(ff < +l). 



(7.) K = W-M-Sr-SSo.]. 



(8.) B = r. 
Die Anzahl der Wendungsberührebenen: 

(9.) A = 6»(»-l)-12d-15r-2^«,:3«,-l). 
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setrt, so findet man 

N - 3», 

R = 3»(»i+l)-2d-3r, 

K = 9» l -fW-6r, 

A - 6«(3n-l)- I2d-15r, 

Formeln, wie sie für den Durchschnitt der Fliehe dritter Ordnung mit einer 
Fliehe Ordnung gelten. Man wird hieraus auf die Vermulhung geführt 
dnss jede ebene Corve 3»'" Ordnung mit einem »fachen Punkt in jedem der 
6 Fundamental punkte dem Durchschnitt einer Fläche Ordnung mit der Fliehe 
dritter Ordnung entspricht. In der That fässt sich der oben (p. 362) ausge- 
sprochene Satz umkehren. Denken wir uns nämlich eine ebene Curve 3»'" 
Ordnung mit einem »fachen Tunkte in jedem der 6 Fundamentalpunkte, so 
hingt dieselbe noch \on 

3».3«4-3 Ä ».» + 1 q >t.»41 

2 6 ~ — " S ~2 

Constanten ab. Ebensoviele enthält die allgemeinste Durcbschnittscnrve der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Fliehe tt l " Ordnung. Denn ist F = 0 die 
Fläche f=0 die Fliehe dritter Ordnung, M ein Factor der »-3"" Ord- 
nung (»^3), so kann man bei der Betrachtung der Schnitte urve F=0 er- 
setzen durch 

F+ Mf = 0, 

und M so bestimmen, dass nur 

6 1 6 ~ 3 ~ — 

Constante übrig bleiben. Man kann sonach durch irgend welche 3——^- 
Punkte der Fliehe dritter Ordnung, welche eben so viel Punkten der ebenen 
Curve entsprechen und sie vollständig bestimmen, eine Fliehe Ordnung 
legen, deren Durchschnittscurve mit der gegebenen Fläche dann vollkommen 
bestimmt ist. Dieser Schniltcurve entspricht eine Curve 3»'" Ordnung in 
der Ebene, welche mit der ersten jene 3 Punkte gemein hat, also 

ganz mit ihr zusammenfällt. Daher entspricht wirklich jeder solcheu ebenen 
Curve eine Raumcurve, welche ein vollständiger Durchschnitt ist. Zwar wurde 
oben n ^> 3 vorausgesetzt; indessen lehrt eine einfache Zählung, dass die 
Zahl 8 *' 1 auf welche hier alles ankommt, auch bei « = 1, « = 2 noch 
die richtige bleibt. 

Bd. LX\/ Heft 4. 47 
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Aus dem vorigen folgl, das» man jede ebene Curve zu einer solchen 
erginzen kann, weiche einem vollständigen Durchschnitt entpricht, indem man 
nur eine Curve Ordnung hinzufügt, welche die sechs Fundamentalpunkte 
beziehungsweise zu (« + •'- «<) fachen Punkten hat. Denn beide Curven zu- 
sammen bilden dann eine Curve (n + n'y Ordnung, welche die Fundamental- 
punkte tu (» + »') fachen Punkten hat. 

f. 3. 

Specieüe Curven. Gerado und Kegelschnitte. 
Untersuchen wir jetzt einige der einfachsten Curven der Ebene und 
der Flache. Ausser den 6 Geraden welche in die Fundatnentalpunkte über- 
gegangen sind, enthüll die Flüche noch 21 andre. Von diesen haben 6 die 
Eigenschaft, dass jede 5 der ersteren trifft; diese 6 mit den ersten zusammen 
bilden eine ScJUäffUsche Doppelsecbs. Mau erhült die Abbildungen derselben, 
wenn man die sechs Kegelschnitte legt, deren jeder 5 der 6 Fundament al- 
punkte enthült (welche im Allgemeinen nie in einem Kegelschnitte liegen). 
Denn für einem solchen Kegelschnitt sind alle a gleich 1, bis auf eines, wel- 
ches Null ist, und man bat also 

JV=3. 2-5 = 1, 

4. b die entsprechenden Raumcurven sind Gerade. 

Die übrigen 15 Geraden entsprechen den 15 Geraden, welche die 6 
Fundamentalpunkte paarweise verbinden. Denn für eine solche Gerade ist 
■■1, zwei Grössen a sind 1 und die übrigen verschwinden. Daher 

N=3. 1-2 = 1, 

wie es sein muss. 

Die Combinationen dieser 27 Geraden, welche Dreiecke etc. bilden, 
findet man in der angeführten Abhandlung des Herrn Schröter. 

Jede der 27 Geraden ist die Axe eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen 
die Fliehe dritter Ordnung in Kegelschnitten schneiden. Die Abbildungen 
dieser Kegelschnittschaaren erbilt man, wenn man die Abbildungen der 27 
Geraden zu den Abbildungen vollslindiger Durcfaschnittscurven dritter Ord- 
nung erginzt. 

Die Glieder der Kegelschnittschaar, welche einer der Fundamental- 
geraden zugeordnet ist, müssen sich also als Curven dritter Ordnung abbilden, 
welche durch alle sechs Fundamentalpunkte gehen. Als Bilder von Kegel- 
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schnitten müssen sie p = 0, also einen Doppelpunkt haben, und dieser muss 
in dem zugeordneten Fundamentalpunkt eintreten, entsprechend den zwei 
Punkten, die jeder Kegelschnitt des Büschels mit der entsprechenden Geraden 
gemein hat. Hierdurch sind diese Curven in der Thal bis auf einen Para- 
meter bestimmt; und jenen Kegelschnittsystemen entsprechen also Büschel 
von Curven dritter Ordnung, welche durch die 6 Fundamentalpunkte gehen 
und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. Da wegen der eindeutigen 
Beziehung zwischen Flfiche und Bild Doppelverhältnisse entsprechender Cur- 
venbflschel immer gleich °ind, so entspricht auch der durch da9 Kegelschnitt- 
büschel auf der Geraden bestimmten Involution hier die Involution der Tan- 
gentenpaare der Doppelpunkte; und den Doppelpunkten der Involution dort, 
nämlich den Punkten, in welchen die Gerade von Kegelschnitten berührt wird, 
entsprechen hier die Doppelstrahlen der Involution, d. h. die Tangenten der bei- 
den in dem Büschel auftretenden Curven mit Bückkehrpunkten. 

Die Kegelschnittscbaaren, welche einer als Kegelschnitt abgebildeten 
Geraden der FlAche zugeordnet sind, gehen in Büschel von Geraden Übor, 
deren Scheitel in denjenigen Fundamentalpunkt füllt, durch welchen der Kegel- 
schnitt nicht gebt. 

Die Kegelschnitlschaaren endlich, deren zugehörige Gerade sich alf 
Gerade abbilden, gehen wiederum in Kegelschnittscbaaren Ober; und zwar 
bildet eine solche Schaar einen Büschel, dessen Grundpunkte diejenigen 4 Fun- 
damentalpunkte sind, durch welche die entsprechende Gerade nickt geht. 

f. 4. 

Schnitt der Fliehe dritter Ordnung mit Fliehen «weiter Ordnung. 

Der vollständige Durchschnitt der Flüche dritter Ordnung mit einer 
Flüche zweiter Ordnung bildet sich als Curve sechster Ordnung ab, welche 
in jedem der 6 Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt hat *). Dieselbe kann 
insbesondere, ohne in Theile zu zerfallen, noch bis zu vier weitere Doppel- 
punkte erhalten, welche Berührungen der Flfiche zweiter Ordnung mit der 
Flfiche dritter Ordnung entsprechen. 

Aber die Raumcurve kann sich in eine Gerade und in eine Curve 
fünfter Ordnung auflösen, indem die Flüche zweiter Ordnung durch eine der 



*) lieber diese Rnumcurve vgl. Bd. 63, p. 237 dieses Journals. 
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27 Geraden der Fläche dritter Ordnung hindurch geht. Nehmen wir so 
dieser Geraden eine von denen, welche sich als Kegelschnitte abbilden, so 
wird die Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung eine ebene Curve vierter 
Ordnung; dieselbe geht durch die 5 auf dem Kegelschnitt liegenden Fun- 
damentalpunkte und hat in dem sechsten einen Doppelpunkt. Für die Raum- 
curve fünfter Ordnung, in welcher eine Fläche dritter Ordnung von einer 
Fläche »weiter Ordnung geschnitten wird, welche eine Gerade mit derselben 
gemein hat, ist also p = 2, und ferner, wenn d die Anzahl von Berührungen 
beider Flächen bezeichnet, bei welchen die Schnittcurce einen Doppelpunkt er- 
hält, r die Zahl derjenigen, bet welchen ein Ruckkehrpunkt auftritt: 

JV=5, Ä = 12-2d-3r, /f = 21-6rf-8r, 
p = 2-d-r, B = r, A = 32-12d-l5r. 

Diese Curve hat Herr Salmon als Raumcurve fünfter Ordnung und erster 
Species bezeichnet (vgl. Salmon, Geom. of three diro., 2 d ed., p. 279). 

Ist die Gerade in der Abbildung wieder eine Gerade, so wird die 
Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung eine Curve fünfter Ordnung, welche 
durch die der Geraden angehörigen Fundamentalpunkte geht, und in den vier 
übrigen Doppelpunkte hat. 

Ist die Gerade eine der Fundamenlalgeraden, so wird die Raumcurve 
fünfter Ordnung in eine ebene Curve sechster Ordnung abgebildet, welche 
die 5 andern Fundaraentalpunkte zu Doppelpunkten, den ersten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Denn auf der Geraden als der Fläche zweiter Ordnung 
angehörig erzeugen die sie schneidenden Geraden der Flüche eine Punkt- 
reihe a + lb = 0. auf derselben Geraden aber als der Flüche dritter Ordnung 
anpehöri? schneiden die ihr entsprechenden Kegelschnittschaaren eine In- 
volution n ■ >r 0 aus; beide Reihen haben drei Doppelpunkte, und diesen 
entsprechen die drei Zweige der Abbildung, welche durch den Fundamental- 
punkt gehen. 

Zweitens kann die Raumcurve sich in zwei sich nicht schneidende 
Gerade auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung, indem zwei Er- 
zeugende der Flache zweiter Ordnung, welche derselben Schaar angehören, 
zugleich Gerade der Fläche dritter Ordnung sind. Nehmen wir für die? 
Geraden solche, die sich in Kegelschnitten abbilden, so wird die Abbildung 
der ergänzenden Raumcurve vierter Ordnung ebenfalls ein Kegelschnitt; und 
zwar geht derselbe durch die beiden Fundamentalpunkte, durch welche uur 
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je einer der andern Kegelschnitte hindurchgeht. Für diese Raumcure ist also 
p = 0; es ist die bekannte Curve vierter Ordnung und zweiler Species*). 

Ist die Abbildung der einen Geraden ein Kegelschnitt, die der andern 
ein Fundamenlalpunkt, der nicht auf ihm liegt, so ist das Bild der Raumcurve 
eine Curve vierter Ordnung, welche durch die übrigen Fundamentalpunkte geht 
und in jenem einen dreifachen Punkt hat. 

Sind die Abbildungen beider Geraden Fundamentalpunkte, so ist das Bild 
der Raumcurve eine Curve sechsler Ordnung, welche diese beiden zu drei- 
fachen, die übrigen Fundameninipunkte zu Doppelpunkten hat. 

Ist das Bild der einen Geraden ein Kegelschnitt, das der andern 
eine Gerade, welche zwei Fundamenlalpunkte mit ihm gemein hat, so wird 
aus der Raumcurve eine Curve driller Ordnung, welche durch die 3 andern 
Fundamenlalpunkte des Kegelschnitts geht, und in dem sechsten Fundamental* 
pnnkt einen Doppelpunkt hat. 

Ist das Bild der einen Geraden eine Gerade, das der andern ein nicht 
auf ihr liegender Fundamentalpunbt, so ist das Bild der Raumcurve eine 
Curve fünfter Ordnung, welche durch die beiden Fundamentalpunkte der 
Geraden geht, den dritten Fundamentalpnnkt zum dreifachen, und die drei 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Sind endlich die Bilder der Geraden zwei Gerade, die einen Funda- 
mentalpunkt gemein haben, so ist das Bild der Raumcurve eine Curve viertel 
Ordnung, welche durch die zwei Fundamentalpunkte geht, welche nur einer 
der Geraden angehören, und Doppelpunkte hat in den drei Fundamentalpunkten, 
durch welche keine der Geraden geht. 

Drillens kann die Raumcurve sechster Ordnung sich in einen Kegel- 
schnitt auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung. Nehmen wir für 
den Kegelschnitt einen solchen, welcher sich als Curve driller Ordnung mit 
Doppelpunkt abbildet, so geht die Abbildung der Raumcurve vierter Ordnung 
in eine Curve dritter Ordnung über, welche durch die 5 Fundamenlalpunkte 
geht, in welchen der Doppelpunkt nicht stattfindet. Für diese Curve ist also 
im Allgemeinen p = 1 , und die Raumcurve vierter Ordnung ist also erster 

Ist das Bild des Kegelschnitts wieder ein Kegelschnitt, so wird das 

*) Die bemerkenswerthen und der Curve erster Species gegenüber verblltniss- 
maasig einfachen Eigenschaften dieser Curve finden ihre innere Begründung weaent 
lieh darin, daas für diese p = 0, für jene aber p = l ist. 
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Bild der Raumcurve eine Curve vierter Ordnung, welche durch die 4 Fun- 
damentaipunklo geht, welche dem Kegelschnitt angehören, und die beiden 
andern zu Doppelpunkten bat. 

Ist endlich das Bild des Kegelschnitts eine durch einen Fundamental- 
punkt gehende Gerade, so wird das Bild der Raumcurve eine Curve Fünfter 
Ordnung, welche auch durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die 5 übrigen 
zu Doppelpunkten hat. 

Endlich kann die Raumcurve sechster Ordnung in zwei Raumcurven 
dritter Ordnung zerfallen, deren keine eine ebene ist. Da für jede solche 
Curve p=_0, so kann sie in der Ebene nur dargestellt werden durch eine Curve 
sechsler Ordnung mit 10 Doppelpunkten, 
fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten, 
vierter Ordnung mit 3 Doppelpunkten, 
dritter Ordnung mit 1 Doppelpunkt, 
zweiler Ordnung, 
erster Ordnung. 

Diese Fäll« treten wirklich mit Ausnahme des ersten sä m ml lieh ein, und 
zwar folgendermassen. 

Eine Curve sechster Ordnung kann den Durchschnitt der Fliehe dritter 
Ordnung mit einer Fliehe zweiter Ordnung nur darstellen, wenn sie in den 
Fundamentalpunklen Doppelpunkte hat. Soll sie aber einer Raumcurve dritter 
Ordnung entsprechen, so muss der voilstindige Durchschnitt noch eine andere 
Curve dritter Ordnung enthalten, welche in der Abbildung eine Curve 
nullter Ordnung giebt. d. h. der Rest des Durchschnitts muss aus 3 Fun- 
damentalgeraden bestehen. In den entsprechenden Fundamentalpunkten mass 
dann aber die Curve, wie oben gezeigt, dreifache Punkte haben, und die 
Curve sechster Ordnung muss also 3 Fundamentalpunkle zu dreifachen, die 3 
übrigen zu Doppelpunkten haben, was in der That 10 Doppelpunkten äquivalent 
ist. Aber eine Curve sechster Ordnung kann nicht drei Doppelpunkte und drei 
dreifache Punkte haben ohne zu zerfallen. Ein durch die letzteren und zwei 
der ersleren gelegter Kegelschnitt trifTt sie in 13 Punkten und gehört ihr also 
ganz an Die Curve löst sich also in drei Kegelschnitte auf, welche durch 
je fünf Fundamentalpunkte gehen, und man kommt auf den bekannten Satz, 
dass eine durch drei sich nicht schneidende Gerade der Fläche dritter Ord- 
nung gelegte Fläche zweiter Ordnung die FlSrhe dritter Ordnung noch in 
drei anderen Geraden schneidet 
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Eine Curve fünfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten stellt vereinigt mit 
einer Geraden den vollständigen Durchschnitt dar, wenn entweder die ersten 
6 Doppelpunkte in die Fundamentalpunkte fallen, oder nur fünf derselben, 
wahrend die Gerade mit der Curve fünfter Ordnung sich in einem Fundamen- 
lalpunkte schneidet, oder endlich, wenn nur 4 Doppelpunkte der Curve fünfter 
Ordnung in Fundamenlalpunkte fallen, die anderen beiden Fundameutaipunkte 
aber Durchschnitte der Geraden und der Curve werden. Im ersten Falle 
stellen ohne weiteres beide Curven Raumcurven dritter Ordnung dar. Im 
zweiten Fall stellt die Gerade einen Kegelschnitt dar, welcher auf der Flfiche 
dritter Ordnung liegt; man müsste also noch eine Fundamentalgerade in dem 
vollständigen Durchschnitt enthalten sein lassen, damit die Curve fünfter Ord- 
nung eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt. Wäre der entsprechende 
Fundaroentalpunkt nun von demjenigen verschieden, durch welchen die Gerade 
geht, so müsste in ihm die Curve fünfter Ordnung einen dreifachen Punkt 
haben, was nicht möglich ist ohne Zerfallen derselben. Fallen aber beide 
Fundamenlalpunkte zusammen, so musfl der auf der Geraden liegende dreifach, 
also von der Curve fünfter Ordnung noch zweimal geschnitten werden, diese 
hat also wieder alle Fundamenlalpunkte zu Doppelpunkten, wie im ersten 
Falle. Das Gleiche beweist man ebenso für den dritten Fall. Es kam ai$o 
eine Raumcurve dritter Ordnung dargestellt werden durch eine beliebige Gerade 
und durch eine Curve fünfter Ordnung, welche die Fundamentalpunkte zu 
Doppelpunkten hat, und »war liegen je »wei solchen verschiedenen Darstellun- 
gen entsprechende Raumcurven immer auf derselben Fläche »weiter Ordnung. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dass ein Kegelschnitt und eine Curve 
vierter Ordnung immer und nur dann »wei Raumcurven dritter Ordnung dar- 

dieselben und in den drei andern Doppelpunkte hat; und »war liegen beide 
Raumcurven dann immer auf derselben Fläche »weiter Ordnung. 

Endlich findet man sofort, dass eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt immer und nur dann eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt, 
wenn sie durch 4 Fundamentalpunkte geht und einen fünften »um Doppel- 
punkt hat. Geht eine »weite durch dieselben 4 Fundamentalpunkte und hat 
im sechsten einen Doppelpunkt, so liegen beide Raumcurven auf einer Fläche 
»weiter Ordnung. 

Man erkennt hieraus, dass es auf jeder Fläche dritter Ordnung 72 
Schaaren von Raumcurven dritter Ordnung giebt, weiche den 72 Hälften der 
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36 Doppelte cfuten entsprechen, und dass zwei Curven , die dem verschiedenen 
Hälften derselben Doppelsechsen zugeordnet sind, immer auf einer Flache 
»weiter Ordnung Hegen. 

Jede Curve derselben Schaar schneidet nämlich sechs Gerade der 
Oberfläche zweimal, und soll diesen, welche einander nicht schneiden und 
also die Hälfte einer Doppelsechs bilden, zugeordnet heiasen; sie schneidet 
die 6 Geraden, welche jene zu einer Doppelsechs ergänzen, gar nicht, und 
jede der übrigen 15 Geraden in einem Punkt. Jede Schaar enthalt, wie die 
Gerade in der Ebene, zwei Willkürlichkeiten, und eine individuelle Curve ist 
also durch zwei Punkte bebtimmt. 

Jedem So/s in der Ebene, welcher sich nur auf die Lage der Gebilde 
bezieht, entspricht also ein Sott auf der Fläche dritter Ordnung, wobei an 

welche jede einem bestimmten aber beliebig gewählten System von 6 sich ntcht 
schneidenden Geraden zugehörige Linie zweimal trifft. So entspricht beispiels- 
weise dem Satz vom vollständigen Vierseit folgender: 

Vier beliebige Raumcurven dritter Ordnung desselben Systems schneiden 
sich in 6 Punkten, welche man noch durch 3 weitere Curven des Systems 
verbinden kann. Diese drei schneiden sich in drei Punkten; verbindet man 
einen derselben mit einem der ersten 6 Punkte durch eine Curve des Systems, 
so schneiden sich ietzt in letzterem Punkte 4 Curven deren Tanaenlen einen 
harmonischen Büschel bilden. 

§• 5. 

Schnitt zweier Fliehen dritter Ordnung. 
Ich will noch die Durchschnittscurve der Fläche dritter Ordnung mit 
einer anderen Fläche dritter Ordnung discutiren, auf welche die Berliner 
Academie die Aufmerksamkeit der Geometer neuerdings gelenkt hat. Diese 
Curve ist im Allgemeinen von der nennten Ordnung und bildet sich als ebene 
Curve ab, welche in den 6 Fundamentalpunkten dreifache Punkte besitzt. 
Wenn beide Flächen sich noch (rf-tr)mal berühren, so dass in d Berührungs- 
punkten ein Doppelpunkt, in r Berührungspunkten ein Rückkehrpunkt der 
Curve entsteht, so hat man die Bestimmungen. 

N= 9, R = 36 ~2d- 3r. K = 81 - 6rf- 8r, 
p =\0-d-r, Ä = r, A = U4-I2d - \br. 
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Diese Raumcurve kann aber in mannigfacher Weise zerfallen, und zwar zu- 
nächst in eine Gerade und in eine Raumcmrte achter Ordnung. Bildet sich 
die Gerade als Kegelschnitt ab, der durch fünf Fundamentalpunkte geht, so 
erscheint das Bild der Raunicurve achter Ordnung als Curve siebenter Ord- 
nung, welche jene fünf Punkte zu Doppelpunkten, den sechsten aber zum 
dreifachen Punkt bat. Es ist also für diese Raunicurve: 

JV=8, R = 28-2rf-3r, K --= ÖO-6rf-8r, 

p = 7-rf-r, Ä = r, J = 104-12d-15r. 

Die allgemeine Raumcurve kann ferner in eine Roumcurce siebenter Ord- 
nung und eine Raumcurve zweiter Ordnung zerfallen, und zwar entstehen zwei 
verschiedene Arten von Raumcurven siebenter Ordnung, je nachdem die Raum- 
curve zweiter Ordnung ein Kegelschnitt ist, oder aus zwei sich nicht schnei- 
denden Geraden besteht. 

Bildet sich im ersten Falle der Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung 
ab, welche in einem Fundamentalpunkt einen Doppelpunkt hat, so wird das 
Bild der Raumcurve siebenter Ordnung und erster Species eine Curve sechster 
Ordnung, welche durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die fünf anderen 
zu Doppelpunkten hat. Man hat also die Bestimmungen: 

JV=7, Ä = 22-2d-3r, ff=45-6rf-8r, 

* = 5-</-r, B = r, A = 76-12rf-15r. 

Im zweiten Falle kann man die beiden Geraden als Kegelschnitte ab- 
bilden. Das Bild der Raumcurve siebenter Ordnung und weiter Species wird 
dann eine Curve fünfter Ordnung, welche durch die vier beiden Kegel- 
schnitten gemeinsamen Fundamentalpunkte geht und in den beiden anderen 
Doppelpunkte hat. Es ist also: 

A f = 7, Ä = 20-2rf-3r, /f- 39-&/-8r, 
p = 4-d-r, B = r, A = 64- I2d- 15r. 

Drittens kann sich die Raumcurve neunter Ordnung in eine Curve 
sechster und in eine Curve dritter Ordnung Bullösen. Ist diese eine ebene, 
durchschneiden die beiden Fliehen dritter Ordnung sich also in einer ebenen 
Curve dritter Ordnung, so muss der Rest ihres Durchschnitts auf einer Fliehe 
zweiler Ordnung liegen, und also entweder in der oben betrachteten Raum- 
curve sechsler Ordnung oder in einer ihrer Zerfallungen bestehen. Es ist 
also, wenn die Curve dritter Ordnung nicht zerfallen soll, nur noch der Fall 
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ss untersuchen, wo ein Theil des Durchschnitts eine Raamcurve dritter Ord- 
nung ist. Bilden wir diese als ebene Curve fünfter Ordnung ab, welche alle 
Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten bat, so stellt sich das Bild der übrig- 
bleibenden Rattmetirre sechster Ordnung md »weiter Speeres als Curve vierter 
Ordnung dar, welche durch alle Fandamentalpnnkte geht. Diese Raumcurvo 
ist Heues Curte der Kegeltpitten. Für dieselbe ergeben sich die Bestimmungen] 
A r =6, 16-2d-3r, A'= 30-6d-8r, 

p = 3-d-r, B = r, A = 48-12rf- 15r. 

Wenn die Curve dritter Orunung aus Theilen besteht, so kann sie 
entweder in drei sich nicht schneidende Gerade oder in Gerade und Kegelschmu 
zerfallen, und zwar kann man annehmen, dass letalere sich nicht schneiden, 
weil uer Gegenfall nur eine specielle Raumcurvc dritter Ordnung liefert. 

Besteht aber ein Theil des Durchschnitts zweier Flachen dritter Ord- 
nung aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, weiche denselben nicht trifft, 
so kann man den Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung abbilden, welche 
den Fundamentalpunkl a zum Doppelpunkt hat und durch die übrigen hin- 
durchgeht; die Gerade kann dann entweder als Kegelschnitt abgebildet wer- 
den, welcher durch erstem Punkt und durch fünf der letzlern gehl, oder als 
Gerade, welche durch erstem Punkt und einen der letztem geht. Diese nei- 
den Falle sind aber nicht verschieden. In beiden Füllen ist der gegebene 
auf der Flüche liegende Kegelschnitt einer gewissen Geraden zugeordnet, nn 
diese und die gegebene Gerade haben keine andere Bedingung zu erfülle, 
als dass sie sich treffen. Wir brauchen daher, nur einen Fall zu betrachten, 
etwa den orsten, in welchem sich die ergänzende Ranmcurve sechster Ord- 
nung als Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt abbildet. .Man hat 
für diese Ravmcurve sechster Ordnung und dritter Sperret daher folgende Be- 
stimmungen : 

JV=6, R = 14-2d-3r, ff=24-6rf-8r 
p = 2-d-r, B = r, A = 36-12d- 15r. 
Wenn endlich ein Theil des Durchschnitts ans drei einander nicht treffenden 
Geraden besteht, so kann man diese als Kegelschnitte abbilden, und der übrig- 
bleibenden Raum airre »eduttr Ordnung und vierter Specie* entspricht dann 
eine ebene Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Fundamentalpunkte 
geht, in welchen sich nur zwei Kegelschnitte treffen. Man erhalt sonach: 
JV=6, Ä = 12-2d-3r, Ä = 18-6d-8r 
p = l-d-r, B~r, A = 24- 12d-15r 
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Ich komme nun zu dem schon von Hrn. Salmon behandelten Fall, wo 
die Raumcurve neunter Ordnung sieb in eiae Raumcurve funiW Ordnung und 
in eine Curve vierter Ordnung auflöst. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zugleich erster Species, so kann 
man sie als Curve fünfler Ordnung abbilden, welche durch einen Fundamental- 
punkt geht, und die fünf übrigen zu Doppelpunkten hat. Das Bild der übrig- 
bleibenden Raumcurve fünfter Ordnung ist also eine Curve vierter Ordnung, 
wolcbe durch die letzten fünf Fundamen'alpunkte gehl, und den ersten 3»i»n 
Doppelpunkt bat. Daher wird 

2V = 5, 7l = 12-2rf-3r, K = 21 -<W-3r, 
p = 2-d-r, B = r, A = 32 - I2rf-15r. 

Die Curve ist nicht verschieden von der Raumcurve fünfter Ordnung 
und erster Species, welche mit einer Geraden zusammen den Durchschnitt 
einer Fläche zweiter Ordnung mit einer Flache driller Ordnung bildet. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zweiter Species, so kann man sie 
als Curve fünfter Ordnung abbilden, welche durch zwei Fundamenlalpunkte 
gebt, drei andere zu Doppelpunkten und einen zum dreifachen Funkt hat. 
Die Raumcurve fünfter Ordnung und zweiter Species (Salmon} bildet sich dann 
ab als Curve vierter Ordnung, welche durch drei Fundamenlalpunkte gehl 
und zwei zu Doppelpunkten hat. Vis ist also: 

JV»5, Ii mm IÜ-2«/-3r, ri"= 15 -6d-8r, 
/>-i-rf-r, fl = r, A =20-12rf-15r. 

Zerfällt die Unumcurve vierter Ordnung, und zwur zunächst in eine 
Curve dritter Ordnung und eine Gerade, so muss erstere eine Raumcurve 
sein, weil sonst eine Gerade existiren würde, welche die Curve driller Ord- 
nung dreimal und noch diese Gorade Iriife, also den Flüchen dritlor Ordnung 
ganz angehören müsste, so dass der Rest des Durchschnitts noch weiter zor- 
fiele. Eine Raumcurve dritter Ordnung und eine Gerade bildon aber, wenn 
sie sich zweimal treffen, einen speciellen Fall der Raumcurve vierter Ordnung 
und erster Species. wenn sie sich eiumal treffen, einen speciellen Fall einer 
Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Species. Es ist also nur noch der 
Fall zu untersuchen, wo beide Curven sich nicht treffen. Wird dann die 
Curve driller Ordnung als Curve fünfter Oidnung abgebildet, welche alle Fun- 
damenlalpunkte zu Doppelpunkten hat, so wird das Bild der Geraden ein durch 
fünf Fundamentalpunklo gelegter Kegelschnitt. Ferner wird das Bild der 
übrigbleibenden Raumcurve fünfter Ordnung und dritter Species (Sutmott) sin 
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Kegelschnitt, welcher durch den sechsten Fundamentalpunkt geht, und man 
hat also, indem d, r nolhwendig verschwinden, fflr diese Curve: 

JV=5, Ä = 8, K=9 
p = 0, B=0, A = S. 

Andere Zerfallungen der Raumcurve vierter Ordnung fahren auf keine 
neuen Raumcurven fünfter Ordnung. Zwei Kegelschnitte im Raum sind, wenn 
sie sich in zwei Punkten treffen, ein specialer Fall einer Raumcurve vierter 
Ordnung und erster Species; treffen sie sich in einem Punkt, so bilden sie 
eine specielle Raumcurve vierter Ordnung und zweiler Species. Sollen sie 
sich gar nicht treffen, so müssen sie derselben Geraden zugeordnet sein, und da 
diese dann von beiden zusammen in 4 Punkten geschnitten wird, so muss 
auch sie dem Durchschnitt angehören, und es bleibt für den Rest nur noch 
eine Curve vierler Ordnung übrig. — Resteht die Raumcurve vierler Ordnung 
aus einem Kegelschnitt und zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche 
auch den Kegelscnitt nicht treffen, so tritt etwas ähnliches ein; beide Gerade 
müssen dann die dem Kegelschnitt zugeordnete Gerade treffen, die also von 
den verschiedenen Theilcn der Raumcurve vierter Ordnung in 4 Punkten ge- 
troffen wird, und also selbst dem Durchschnitt angehören muss. Und wenn 
endlich die Raumcurve vierler Ordnung sich in 4 sich nicht schneidende Gerade 
auflöst, so enthalt die übrigbleibende Raumcurve fünfter Ordnung jedenfalls 
die beiden Geraden, welche die vier gegebenen Geraden sümratlich treffen. 

§. 6. 

Uebertragnng ebener SäUe auf die Fläche dritter Ordnung. 
Von allen auf einer Fliehe dritter Ordnung liegenden Raumcurven 
scheinen diejenigen von besonderer Wichtigkeit, welche sich als Curven »"* 
Ordnung von allgemeiner Lage abbilden, d. h. welche die 6 Fundamental- 
geraden nicht schneiden Eine solche Curve, wenn sie auf der Fliehe dritter 
Ordnung noch d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkle hat, besitzt nach §. 2 
folgende charakteristische Zahlen: ' 

jV = 3», Ä = «(*+3)-2<*-3r, ff = 3« , -6rf-8r, 

p = "~ 1 2 w ~ ?-rf-r ) B = r, A = 6n{n-i)-12d-ibr. 

Die einfachsten Curven dieser Art sind erstlich Raumcurven dritter Ordnung, 
wie schon in §. 4 aus einander gesetzt wurde; sodann Ratmcureem eeektler 
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Ordnung and vierter Species, welche sich als Kegelschnitte abbilden, und fflr 
welche 

JV^Ö, Ä = 10, ÜT-12, 
p = 0, . B = 0, A = 12. 

Alle Curven solcher Art bilden ein System, welches den gesummten 
algebraischen Curven der Ebene entspricht, und welche, sofort die Uebertragung 
der für letztere geltenden Salze auf die Fläche dritter Ordnung gestatten. 

Ein solches System ist immer (vgl. §. 4) einer Hälfte einer Doppelsechs 
zugeordnet, so dass eine Curve n'" Ordnung des Systems jede Gerade der zu- 
geordneten Hälfte 2»mal, jede Gerade der anderen Hfilfte gar nicht, die 15 
übrigen Geraden aber je »mal trifft. Es giebt also 72 solcher Systeme, deren 
jedes die Uebertragung von Satten der Ebene gestattet. Je zwei solche 
Systeme sind conjugirt, und je zwei Raumeurven gleich hoher Ordnung n, die 
eonjugirten Systemen angehören, bilden den vollständigen Durchschnitt der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Flache 2n" r Ordnung. 

Als Specialen will ich folgende Sitze angeben, welche sich auf eine 
Raumcurve neunler Ordnung beziehen, welche die ö Geraden einer Hälfte einer 
Doppelsechs in je 6 Punkten schneidet, die Geradon der anderen Hälfte nicht, 
and durch die Zahlen charakterisirt ist: 

TV = 9, Ä=18, ff =27, 

p= 1, Ä = 0, A = 36. 

In dem System, welchem die Curve angehört, giebt es 9 Raumeurven dritter 
Ordnuna welche die Raumcurve neunter Ordnuna dreiminklia berühren Von 
den 9 Berührungspunkten liegen 12mal drei auf einer neuen Raumcurve dritter 
Ordnung, die dem System angehört. 

Die 12 neuen Raumeurven ordnen sich in 4 Tripel, und je zwei 
Curven eines Tripels schneiden sich in einem weiteren Punkt. Die 12 neuent- 
standenen Punkte bestimmen wieder 9 Raumeurven dritter Ordnung des Systems. 
Jede der letztern geht durch 4 jener 12 Punkte und ist einem der 9 Berührungs- 
punkte zugeordnet; sie schneidet die Curve neunter Ordnung in 3 Punkten, 
und wenn man in jedem dieser Punkte die berührende Raumcurve dritter 
Ordnung des Systems an die Curve neunter Ordnung legt, so geht sie durch 
den zugeordneten Berührungspunkt. Diese 3 Berührung scurren mit der ur- 
sprunglich in jenem Punkt berührenden bilden ein System, dessen Tangenten, 
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niss haben; dies Doppeln erkältnite ist in den 9 Berührungspunkten dasselbe, 
und gleich dem Doppele er tut Uniss der Tangenten der 4 Raumcurten dritter 
Ordnung de» Systems, welche man von einem Punkte der Curve neunter Ord- 
nung aus so legen kann, dass sie die Curve in einem andern Punkte be- 
rühren u. $. w. 

Ich werde in einem andern Aufsalze weitere Anwendungen der hier 
niedergelegten Theorie geben. Hier will ich nur noch die besonderen Falle 
kurz berühren, welche bei der Abbildung sich darbieten können. 

f. 

Fläche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt. 
Wenn die 6 Fundamentalpunkte in einem Kegelschnitt, oder wenn 3 
derselben auf einer Geraden liegen, so ist dies immer ein Zeichen dafür, dass 
die Flache dritter Ordnung einen Knotenpunkt besitzt, und zwar muss immer 
einer dieser beiden Fsllo eintreten, damit ein Knotenpunkt existire. Ich will 
nur den ersten als den symmetrischen Fall als immer möglich nachweisen. 
Bekanntlich kann man die Gleichung einer Flache dritter Ordnung, welche den 
Punkt tt t m x% t= xj «= 0 zum Knotenpunkt hat, in der Form darstellen: 

(i.) *«/(>„ x,,a?,) = p(a* 9 
wo f eine homogene Function zweiter Ordnung, <p eine solche dritter Ord- 
nung ist. Man kann also setzen: 

qx 2 = *./(*. A,«), 
OX) = fi.f{x,t.,pi)i 
p* 4 mm <p(x,l f f*), 

was mit ersterer Gleichung äquivalent ist, und zugleich die Coordinaleu als 
homogene Functionen dritter Ordnung der Parameter x, i, p aufweist. Die 6 
Punkte nun, welche den Curven 

x.f=0, l.t=0, /*./=0, V = 0 

gemein sind, sind also die Schnittpunkte von f=0 und y=0, also auf deni 
Kegelschnitt f=0 gelegen. 

Umgekehrt sind in jedem System von Curven dritter Ordnung, welches 
durch 6 auf eiuem Kegelschnitt f=0 liegende Punkte gehen soll-, die Curven 
x.f — Q, l.f—0, ,u.f=0 enthalten, und diese mit einer vierten Curve y>=-0 
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lassen alle weiterei* Curven des Systems linear aus sich zusammensetzen 
Daher kann man, wenn 6 solche Fundamentalpunkte auf einem Kegelschnitt 
f=0 gegeben sind, die Coordinaten der entsprechenden Flicke immer durch 
die Formeln (2.) darstellen, weiche auf die Gleichung (1.) zurückfahren, also 
eine Flache mit Knotenpunkt darstellen. 

Die 6 Geraden, welche sich froher als 6 Kegelschnitte abbildeten, 
fallen hier in den einen Kegelschnitt f=0 zusammen; und da Tür f=0 
immer x M x, , x s verschwinden, so sieht man, dost dieser Kegelschnitt nur 
da» Bild de» Knotenpunkt» i»t. Die 6 Fundamentalpunkte entsprechen den 
6 Geraden der Fläche, welche ton dem Knotenpunkte autgehen; 6 andere 
fallen aus, und die 15 übrigen sind nach wie vor durch die Verbindungs- 
linien der 6 Fundamentalpunkte dargestellt. 

Diese Geraden bilden also die Linien eines Patcakchen Sechseck«; 
und indem man bemerkt (wie unten gezeigt werden soll), dass jede Gerade, 
welche nicht durch die Fundamentalpunkte geht, das Bild einer ebenen Corvo 
dritter Ordnung ist, welche die jenen Punkten entsprechenden Geraden tri n t, 
und im Knotenpunkt der Flache einen Doppelpunkt hat, erhält man aus 
Hebert ragung der Sätze vom Patcalschen Sechseck folgende Theoreme: 

Auf der Fläche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkt schneiden »ich 
ton den 15 Geraden, welche nicht duren den Knotenpunkt gehen, 45 mal zwei 
im einem Punkte p. 

Von den 45 Punkten p liegen 60maJ drei auf einer ebenen Curve 
dritter Ordnung P, welche gan* in der Fläche Hegt, jede der 9 Geraden, 
welche nicht durch einen ihrer Punkte p und nicht durch den Knotenpunkt geht, 
schneidet, und im Knotenpunkt seiht einen Doppelpunkt hat. 

Von diesen 60 Curven P schneiden »ich 20mal drei m einem Punkte 
g, und 60mal drei tn einem Punkte h der Fläche. 

E» giebt 20 Curven x gleicher Art, deren jede durch einen Punkt g 
und durch 3 Punkte h geht. 

Diese 20 Curven x »chneiden »ich %u vier in 15 Punkten y 

Von den Punkten g liegen 15mal 4 auf einer weiteren Curve J der- 
selben Art. 

Die Beziehungen, welche in diesem Falle zwischen den Punkten der 
Fliehe und deren der Ebene stattfinden, können direct durch Central projecüon 
dargestellt werden, bei welcher die Ebene eine beliebige, das Projectiona- 
cenlrum aber der Knotenpunkt ist. Man kommt also auf die Methoden zurück, 
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welche Herr Chatlea zur Abbildung einer Fläche «weiter Ordnung ange- 
wandt hat. 

Hat nämlich, wie vorhin, der Knotenpunkt die Coordinaten 0, 0, 0, 1, 
so werden die Coordinaten eine* Punktes, welcher auf der Verbindungslinie 
des Knotenpunkts mit einem Punkte der Flache liegt: 

Soll nun der Punkt £ in einer bestimmten Ebene liegen, als welche 
die nicht durch den Mittelpunkt gehende Coordinateneben« genommen werden 
mag, so ist £ 4 = 0, also (>x 4 — o* Au3 der Gleichung der Fläche hat man 

daher wenn man an die Stelle von <i setzt: 

was die Formeln (2.) sind. Es ist also in der That der dort mit x, i, be- 
zeichnete Punkt als Projection von x anzusehen. 

Hieraus erklärt sich die obige Bemerkung, dass eine Gerade die Ab- 
bildung einer ebenen Curve dritter Ordnung ist. welche den Knotenpunkt zum 
Doppelpunkt hat. Es ergiebt sich aber überhaupt die Metbode zur Behandlung 
dieser Fläche, und die l .'Übertragung ebener Sätze auf dieselbe. Das Gleiche 
gilt von noch specieileren Flächen, welche immer als besondere Fälle der vori- 
gen anzusehen sind. Dasselbe gilt übrigens von jeder Fläche Ordnung 
mit einem Knotenpunkt, dessen Tangentenkegel von der («-!)•" Ordnung ist; 
to %. B. von der S/«»erschen Fläche vierter Ordnung. 

Giessen, den 22. October 1865. 
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Ueber die Normalen der Kegelschnitte. 

(Von Herrn C. F. Geiser in Zürich*)). 



1. \t enn man bei den Kegelschnitten neben Punkten und Tangenten 
als bestimmende Elemente die Normalen einführt, so kann man sich die Auf- 
trabe stellen: einen Kegelschnitt zu finden, welcher durch a Punkte geht, 
ß Geraden berührt und y andere Geraden zu Normalen hat, wo er, ß, y po- 
sitive ganze Zahlen (die 0 einbegriffen) bedeuten, und a+ß+y ~ 5 ist. Diese 
Aufgabe enthält 21 von einander verschiedene in sich, von denen die 6, welche 
dem Falle y — O entsprechen, bereits durch Brianchon in seinem „Memoire 
sur les lignes du second ordre" gelöst worden sind. Die Ucbrigen lassen 
sich, specielle Falle ausgenommen, mit Hülfe von Zirkel und Lineal allein 
nicht lösen, so dass als einziges Interesse zurückbleibt, für jede der gegebe- 
nen Aufgaben die Anzahl der möglichen Kegelschnitte anzugeben. Diess ist 
durch Steiner (dieses Journal Bd. 55, pag. 376) geschehen, und der vorlie- 
gende Aufsatz hat den Zweck, die Richtigkeit der dort gegebenen Resultate 
darzulhun. 

2. Wir fassen zunächst den Begriff der Normalen etwas allgemeiner, 
indem wir einen Kegelschnitt K mit einer seiner Normalen n und der zuge- 
hörigen Tangente / auf irgend eine Ebene central projiciren. K wird wieder 
ein Kegelschnitt, / eine Tangente, welche nun durch einen bestimmten Punkt 
geht, nämlich durch denjenigen, welcher dem unendlich entfernten Punkte der 
zur Normalen senkrechten Richtung entspricht. Es kann also für einen Kegel- 
schnitt die Bedingung, eine gegebene Gerade zur Normalen zu haben, auch 
ausgesprochen werden: der Berührungspunkt einer der beiden von einem 
Punkte p aus an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten soll auf einer gege- 
benen Geraden w liegen, oder die Polare von p soll die Gerade » auf dem 
Kegelschnitte selbst treffen. Künftighin sollen p und » zusammengenommen 
ein Normaknelement genannt werden. 

*) Obgleich sich aas den Arbeiten des Herrn Chasles (Comptes rendus de l'aca- 
de*mie des sciences de Paris, annle 1864) die Principien, auf welche sich meine Ab- 
leitungen stutzen, mit Leichtigkeit ergeben, so habe ich doch geglaubt, dass die hier 
gegebene directe Verificirung unbewiesener Stetnerscher Resultate nicht ohne Interesse 
sein würde. 0. 
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3. Jetzt ist an Stelle unseres Problems ein allgemeineres getreten, in 
welchem die Normalenelementc dieselbe Rolle spielen, wie in dem beschrank- 
teren die Normalen. Aber wir haben sofort den Vortheil, dass die 15 noch 
zu lösenden Aufgaben auf eine geringere Anzahl sich reduciren, da wie ge- 
zeigt werden soll, die Aufgabe: einen Kegelschnitt zu bestimmen, der «Punkte 
enthält, ß Gerade berührt und an y Normalenelemente gebunden ist, zusam- 
menfällt mit der andern : einen Kegelschnitt zu finden, der ß Punkte enthält, 
ff Gerade berührt, und an y Normalenelemente gebunden ist. 

In der That, sei K ein Kegelschnitt, {p, ») ein Normalenelement, b 
der Berührungspunkt auf w, und / die durch p nach b gezogene Tangente, 
dann erhält man durch Polarisation nach einem beliebigen Kegelschnitte aus 
K einen Kegelschnitt K\ aus p eine Gerade p\ aus n einen Punkt »'. Ferner 
wird 6 zu einer Tangente b' an K', I zum Berührungspunkte t' derselben, 
und zwar liegt der Berührungspunkt von b', welche eine aus »' an IC ge- 
zogene Tangente ist, auf p\ d. h. /*' und n sind wieder ein Normalenelement. 
Dass die a Punkte und ß Tangenten ihre Rollen vertauschen, bedarf keines 
Beweises. 

4. Nach diesen Betrachlungen bleiben noch 9 von einander verschie- 
dene Aufgaben übrig, zu deren Lösung wir eines Salzes aus der Theorie 
der algebraischen Curven bedürfen. Nämlich: Wenn jede der durch einen 
gegebenen Punkt p gehenden Geraden eine vorgelegte Curve in n Punkten 
schneidet, so ist diese Curve vom »'"' Grade. In unserer Entwicklung wer- 
den nun die Schnittpunkte auf den Geraden gezählt, welche durch einen sin- 
gulären. d. h. vielfachen Punkt der Curve gehen; es ist klar, dnss dann der 
gesuchte Grad der Curve gegeben wird durch die Summe der beiden Zahlen, 
welche 1) die Anzahl der Punkte auf einer solchen Geraden ausserhalb des 
singularen Punktes und 2) die Vielfachheil des singulären Punktes angeben. 

5. Soll jetzt die Anzahl der Kegelschnitte gefunden werden, welche 
a Punkte onthalten , ß Tangenten berühren und an y Normalenelemente ge- 
bunden sind, so greifen wir aus den Normalenelemenlen irgend eines, z. B. 

p, ») willkürlich heraus. Dann wird durch die a Punkte, ß Tangenten und 
die übrigen y — i Normalenelemente eine Schaar von Kegelschnitten bestimmt, 
an welche von p aus alle möglichen Tangenten gelegt werden können. Jede 
derselben berührt in einem Punkte und wir wollen den Grad des Ortes dieser 
Berührungspunkte finden. Auf einer beliebig durch p gezogenen Tangente wer- 
den dann offenbar so viele der Berührungspunkte liegen, als Kegelschnitte durch 
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a Punkte, ß + i Tangenten, y—i Normalenelemente bestimmt sind, und der 
Punkt p ist als sovielfacher Punkt zu zählen, als Kegelschnitte bestimmt sind 
durch a+1 Punkte, ß Tangenten und y — 1 Normalenelemente. Sei also die 
zuerst gesuchte Zahl o,, die zweite <*,, so ist a.+ a, der Grad der gesuchten 
Curve. Diese schneidet n in o,-fttj Punkten, und daraus folgt, dass a, + o. 
die Anzahl der Kegelschnitte ist, welche er Punkte, ß Tangenten und y Nor- 
malenelemente enthalten. Durch Recursion kommt man also sofort von y 
auf y — 1, und unter Benutzung der Brianchoaschen Resultate für y = 0 kön- 
nen die 9 übrig gebliebenen Aufgaben gelöst und die S/e*'«erschen Angaben 
bestätigt werden. 

Zürich, den 9. Januar 1866. 
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Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

(Von Herrn 0. Hesse in Heidelberg.) 



ist ein in der Geometrie bekannter Satz: „Wenn man von den 
Ecken eines Dreiecks nach den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten 
und eines Kegelschnittes sechs gerade Linien zieht, so berühren dieselben 
einen Kegelschnitt. u Es soll nun die Aufgabe sein: „Wenn die Gleichungen 
der Dreieckseiten a— 0, 6 — 0, c — 0 und die Gleichung des dieselben schnei- 
denden Kegelschnittes f{x,y t 5} = 0 gegeben sind, die Gleichung des berührten 
Kegelschnittes zu finden* Die Auflösung der Aufgabe ist folgende: 

Es seien a, b, c die linearen homogenen Ausdrücke der Punktcoor- 
dinaten: 

Selzl man die aus diesen Gleichungen sich ergehenden Werthe der Punkt- 
coordinalen x, y, s, ausgedrückt durch die Dreieckcoordinalen a, 6. c, in die 
Gleichung des gegebenen Kegelschnittes f< {x,y,z} = 0. so nimmt dieselbe die 
Gestalt an: 

(2.) a,„fl J -f«„ß 5 + fl«cM 2o ll 6c + 2o,„m + 2a, I1 fl6 -- 0. 

und man kann annehmen, dass die Gleichung des die Dreieckseilen schnei- 
denden Kegelschnittes gleich in dieser Form gegeben sei. 

In dieser Voraussetzung hat man nach der neunten meiner 186.) her- 
ausgegebenen Vorlesungen zwischen den Linicncoordinalen «. r, ir und den 
Dreieckliniencoordinaten a. fi, y die Relationen: 

f3.) u = a"a + a'(1 + a" r . r = ifa^ß+fTy, W~f*+r'ß+fT» 
in Beziehung auf welche sich die Gleichung des berührten Kegelschnittes so 
darstellt : 

(4.) «nO^if -(-«.! o» iß '' + <h»«n'/ } — 2rt, 2 fl„„)/' — 2a„,a it yn — 2o ut ll n a/9 = 0. 
Der Beweis kann ohne Schwierigkeit mit Hülfe der beiden am Ende 
der genannten neunten Vorlesung aufgeführten Parallelsatze geleistet werden. 

Heidelberg, 1865. 
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